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给出双曲函数型辅助方程和函数变换相结合的一种方法，借助符号计算系统 )*+,-.*+/0* 构造了（$ 1 #）维
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# F 引 言

在构造非线性发展方程（组）精确解领域中有许

多直接方法，比如：齐次平衡法［#］、双曲正切函数

法［$］、<*0G4/ 椭圆函数展开法［’］、辅助方程法［:—##］、试

探函数法［#$］等 9这些方法在求非线性离散系统精确

解领域当中的应用比较少 9 文献［#’—#H］用试探函

数法得到了（$ 1 #）维 2345/678*++/0- 系统和离散的

!"6# 方程等，并且得到非线性离散系统的 <*0G4/
椭圆函数精确解、精确孤波解和三角函数波解 9本文

进一步研究文献［H］给出的双曲函数型辅助方程，得

到了该方程更多的新解，并给出该双曲函数型辅助

方程和函数变换相结合的一种方法，借助符号计算

系统 )*+,-.*+/0* 构造了（$ 1 #）维 2345/678*++/0- 系统

和离散的 !"6# 方程的新的精确孤波解和三角函

数波解 9

$ F 双曲函数型辅助方程及其解

在文献［H］的基础上进一步研究得到了下列双

曲函数型辅助方程：
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通过函数变换 -$（!）I ’（!）和双曲函数的定义，我们

从辅助方程（#）可以确定下列式子（（$）式）9用变量

分离法，得到 ’（!），
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其中 "# " ## 7 +，" $# - %# 7 +，$，% 是不全为零任意常数 8
（9）三角函数解
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其中 " #’ ( "’ / +，" $’ ( %’ / +，$，% 是不全为零

任意常数 0
（1）指数函数解

!（!）! 2"!， # " +，" ! +0 （’&）

（3）有理解

!（!）! " & " ’
"!

， # ! " " +，!" + 0 （’’）

45（’ ( &）维 6789):;<=>>)#2 系统和离散

的 &’:( 方程的精确解

例 !"# （’ ( &）维 6789):;<=>>)#2 系统
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其中"，#为常数 0把 )*（ *，,，+）! )*（!），)* ( &（ *，

,，+）! )* ( &（!），)* " &（ *，,，+）! )* " &（!），!! -* (

$, (%+（其中 -，$，%为常数）代入（’4）式，后得到下

列方程：
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在方程（’A）中取下列形式的函数变换：
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将（&），（’C）—（’E）式一起代入（’A）式，并令 #$%B1

（ /（!））%)*B2（ /（!）），（ 1 ! +，&；2 ! &，’，4）的系数为

零后得到如下非线性代数方程组：
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用符 号 计 算 系 统 F=>B2G=>)#= 求 出 该 方 程 组 的 如

下解：
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把（%)），（%）式分别与（*）—（%!）式一起代入（%+）式

后得到（% ’ (）维 ,-./0123455067 系统的下列形式的精

确解：

（8）精确孤波解
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$ " $
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其中

( ! "$ ( #!（" % (!"
$
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（""$ ( #!）"! $

%

#! $
，

* ! "" ) (，

"$ ( #!（" % (!"
$
%）2 /，

""$ ( #! 2 /，

# ! +% ($& ( #’ &
当 ! ! , 时，用符号计算系统 34567845-*4 求出

该方程组的如下解：

, ! "
#!"

$
%

# ，

-/ !
"" ( $!"%

$!
，

-% ! "%，

"$ ! #!& （$9）

（:）有理解

把（$$），（$9），（$）式一起代入（$0）式后得到（$
( %）维 ;<=>-?@A455-*7 系统的下列形式的有理解：

$%（’B）（%，&，’）!
$（# ""#"%）

"$
# "%

，

"%## /，# ! +% ($& ( #’ &
例 !"# 离散的 ./?0 方程

!$%（ ’）
!’ !（" " $$

%）（$%(% " $%"%）， （’/）

把 $%（%，’）! $%（#），$% ( %（%，’）! $% ( %（#），$% " %（%，

’）! $% " %（#），#! +% ( #’ 代入（’/）式，后得到下列

方程：

#$C%（#）!（" " $$
%（#））（$%(%（#）" $%"%（#）），（’%）

在方程（’%）中取下列形式的函数变换：

$%（#）! -/ ( -% ,-.6（ 1（#））

( "% *+,6（ 1（#））， （’$）

$%(%（#）! -/ ( -%（,-.6（1（#））*+,6（+）

" ,-.6（+）*+,6（1（#））( + ( %）
( "%（,-.6（1（#））*+,6（+）

( ,-.6（+）*+,6（1（#））( + ( %）），（’’）

$%"%（#）! -/ ( -%（,-.6（ 1（#））*+,6（+）

( ,-.6（+）*+,6（ 1（#））( +）

( "%（,-.6（ 1（#））*+,6（+）

" ,-.6（+）*+,6（ 1（#））( +）），（’#）

将（%），（’$）—（’#）式 一 起 代 入（’%）式，并 令

*+,62（ 1（#））,-.63（ 1（#）），（2 ! /，%；3 ! %，$，’）的系

数为零后得到一非线性代数方程组（未列出），用符

号计算系统 34567845-*4 求出该方程组的如下解：

, ! )
# "% " ( "! $

%

# ，

! ! "
#!"

$
%

# ，

-/ ! ) " ( "! $
% ，

-% ! "% & （’0）

把（’0），（$）式分别与（’）—（$/）式一起代入（’%）式

后得到离散的 ./?0 方程的下列形式精确解：

（D）精确孤波解
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!"（!"，!#）（"，#）$ %!!&’() * !$! *
+

%! *( )" ，! , -；

!"（.-，.+）（"，#）$ %!!/0&) * !$! *
+

%! *( )" ，! , -；

!"（.*，.!）（"，#）$ %!! % 1 2 31() . !$! *
+

%! *( )( )" 34/) . !$! *
+

%! *( )" ，! , -；

!"（..，.5）（"，#）$ %!!* &’() !$! *
+

%! *( )" 2 /0&) !$! *
+

%! *( )( )" ，! , -；

!"（.6，.7）（"，#）$ 8
% !（&* 2 ’*! ）" &!!/03) . !$! *

+

%! *( )"
’ 2 &31() . !$! *

+

%! *( )"
，

! , -，’ 2 &31() . !$! *
+

%! *( )" # -；

!"（."，.#）（"，#）$
% !（8 &* 2 ’*! ）% &!!31() . !$! *

+

%! *( )"
’ 2 &/03) . !$! *

+

%! *( )"
，

! , -，8 &* 2 ’* , -，’ 2 &/03) . !$! *
+

%! *( )" # -；

!"（5-，5+）（"，#）$
!/03) * !$! *

+

%! *( )" % !（! 2 $ *
+! ）31() * !$! *

+

%! *( )"
! 2 $! *

+ /03) * !$! *
+

%! *( )" %!!31() * !$! *
+

%! *( )"
，

! , -，! 2 $! *
+ /03) * !$! *

+

%! *( )" %!!31() * !$! *
+

%! *( )" # -；

!"（5*，5!）（"，#）$
8!/03) * !$! *

+

%! *( )" % !（! 2 $ *
+! ）31() * !$! *

+

%! *( )"
! 2 $! *

+ /03) * !$! *
+

%! *( )" "!!31() * !$! *
+

%! *( )"
，

! , -，! 2 $! *
+ /03) * !$! *

+

%! *( )" # -；

!"（5.，55）（"，#）$
!31() * !$! *

+

%! *( )" % !（! 2 $ *
+! ）/03) * !$! *

+

%! *( )"
! 2 $! *

+ 31() * !$! *
+

%! *( )" %!!/03) * !$! *
+

%! *( )"
，

! , -，! 2 $! *
+ 31() * !$! *

+

%! *( )" %!!/03) * !$! *
+

%! *( )" # -；

!!6* 期 套格图桑等：辅助方程构造（* 2 +）维 9:;<1=>?’&&1/4 系统和离散的 ()=* 方程的精确解



!"（!"，!#）（"，#）$
!%&’( ) !$! )

*

%! )( )" " !（! + $ )
*! ）,-%( ) !$! )

*

%! )( )"
. ! + $! )

* %&’( ) !$! )
*

%! )( )" /!!,-%( ) !$! )
*

%! )( )"
，

! 0 1，. ! + $! )
* %&’( ) !$! )

*

%! )( )" /!!,-%( ) !$! )
*

%! )( )" # 1；

!"（!2，!3）（"，#）$
!,-%( 4 !$! )

*

%! )( )" / !（! + $ )
*! ） / & + %&’( 4 !$! )

*

%! )( )( )"

! + $! )
* ,-%( 4 !$! )

*

%! )( )" /!! / & + %&’( 4 !$! )
*

%! )( )( )"

，

! 0 1，! + $! )
* ,-%( 4 !$! )

*

%! )( )" /!! / & + %&’( 4 !$! )
*

%! )( )( )" # 1；

!"（"1，"*）（"，#）$
.!,-%( 4 !$! )

*

%! )( )" / !（! + $ )
*! ） / & + %&’( 4 !$! )

*

%! )( )( )"

! + $! )
* ,-%( 4 !$! )

*

%! )( )" "!! / & + %&’( 4 !$! )
*

%! )( )( )"

，

! 0 1，! + $! )
* ,-%( 4 !$! )

*

%! )( )" "!! / & + %&’( 4 !$! )
*

%! )( )( )" # 1 5

（6）三角函数波解

!"（")，"7）（"，#）$ / .! !89’ ) .!$! )
*

%! )( )" ，! : 1；

!"（"4，"!）（"，#）$ / .! !,-8 ) .!$! )
*

%! )( )" ，! : 1；

!"（""，"#）（"，#）$"
.! ! ,-% ) .!$! )

*

%! )( )" + %&’ ) .!$! )
*

%! )( )( )"

,-% ) .!$! )
*

%! )( )" . %&’ ) .!$! )
*

%! )( )"
，

! : 1，,-% ) .!$! )
*

%! )( )" . %&’ ) .!$! )
*

%! )( )" # 1；

!"（"2，"3）（"，#）$"
*
) .! !,-% ) .!$! )

*

%! )( )" ,%, .!$! )
*

%! )( )" %;, .!$! )
*

%! )( )" ，! : 1；

!"（#1，#*）（"，#）$
/ .!（&) . ’)! ）" & .! !,-% 4 !$! )

*

%! )( )"
’ + &%&’ 4 .!$! )

*

%! )( )"
，

! : 1，’ + &%&’ 4 .!$! )
*

%! )( )" # 1；
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!"（!"，!#）（"，#）$
% &!（$" & %"! ）% $ &! !’() * &!&! "

+

’! "( )"
% , $-.’ * &!&! "

+

’! "( )"
，

! / 0，% , $-.’ * &!&! "
+

’! "( )" " 0；

!"（!*，!1）（"，#）$
&!-.’ " &!&! "

+

’! "( )" % &!（! , & "
+! ）’() " !&! "

+

’! "( )"
& ! , &! "

+ -.’ " !&! "
+

’! "( )" % &! !’() " !&! "
+

’! "( )"
，

! / 0，& ! , &! "
+ -.’ " !&! "

+

’! "( )" % &! !’() " !&! "
+

’! "( )" " 0；

!"（!2，!!）（"，#）$
&!-.’ " &!&! "

+

’! "( )" # &!（! , & "
+! ）’() " !&! "

+

’! "( )"
! , &! "

+ -.’ " !&! "
+

’! "( )" % &! !’() " !&! "
+

’! "( )"
，

! / 0，! , &! "
+ -.’ " !&! "

+

’! "( )" % &! !’() " !&! "
+

’! "( )" " 0；

!"（!3，!4）（"，#）$
!’() " &!&! "

+

’! "( )" % &!（! , & "
+! ）-.’ " !&! "

+

’! "( )"
! , &! "

+ ’() " !&! "
+

’! "( )" % &! !-.’ " !&! "
+

’! "( )"
，

! / 0，! , &! "
+ ’() " !&! "

+

’! "( )" % &! !-.’ " !&! "
+

’! "( )" " 0；

!"（30，3+）（"，#）$
!’() " &!&! "

+

’! "( )" # &!（! , & "
+! ）-.’ " !&! "

+

’! "( )"
& ! , &! "

+ ’() " !&! "
+

’! "( )" % &! !-.’ " !&! "
+

’! "( )"
，

! / 0，& ! , &! "
+ ’() " !&! "

+

’! "( )" % &! !-.’ " !&! "
+

’! "( )" " 0；

!"（3"，3#）（"，#）$
&!-.’ * !&! "

+

’! "( )" % &!（! , & "
+! ）% &!（! , & "

+! ）’() * !&! "
+

’! "( )"
& ! , &! "

+ -.’ * &!&! "
+

’! "( )" % &! ! % &! !’() * &!&! "
+

’! "( )"
，

! / 0，& ! , &! "
+ -.’ * &!&! "

+

’! "( )" % &! ! % &! !’() * &!&! "
+

’! "( )" " 0；

!"（3*，31）（"，#）$
&!-.’ * &!&! "

+

’! "( )" # &!（! , & "
+! ）# &!（! , & "

+! ）’() * &!&! "
+

’! "( )"
! , &! "

+ -.’ * &!&! "
+

’! "( )" % &! ! % &! !’() * &!&! "
+

’! "( )"
，

1#2" 期 套格图桑等：辅助方程构造（" , +）维 5678(9:;<==(-> 系统和离散的 ()9* 方程的精确解



! ! "，! # !! $
% &’( ) *!!! $

%

"! $( )" + *! ! + *! !(,- ) *!!! $
%

"! $( )" " "，

其中!# ! $
% . "，"/ #$ # "% 0

) 1 结 论

辅助方程和函数变换相结合的方法，被广泛应

用到连续的非线性发展方程求解领域 0但是非线性

离散系统求解领域当中的应用比较少 0本文给出双

曲函数型辅助方程和函数变换相结合的一种方法，

并把该方法应用到求非线性离散系统的精确解领域

中，借助符号计算系统 23456734,&3 得到了（$ # %）维

89:;,<=>344,&6 系统和离散的 &’<( 方程新的精确孤

波解和三角函数波解 0 其中文献［%?—%@］没有得到

下列 形 式 的 精 确 解：)$（@，A）（ $，*，% ）B )$（%@，%A）

（$，*，%）；)$（$?，$)）（ $，*，% ）B )$（?C，?D）（ $，*，% ）；

)$（?@）（$，*，%），)$（)$，)?）（ $，% ）B )$（D"，D%）（ $，% ）；

)$（DD，D@）（$，%）B )$（A)，AC）（$，%）0

［%］ E3-F 2 > %GGC +,-. 0 /0%% 0 H !"" $@G
［$］ I3;J6( K L，MNOO9 P Q %GGD 12&3 0 +,-. 0 12&&)$ 0 "# $AA
［?］ I3;J6( K L，MNOO9 P M %GG@ +,-. 0 /0%% 0 H $$" $%@
［)］ R,;6-<3’;6S,，RN- L $""? +,-. 0 /0%% 0 H %&" %DG
［C］ K3- K T $""" +,-. 0 /0%% 0 H $’’ $%$
［D］ U56- V，>, P，W53:F 8 X $""? 1,4$，+,-. 0 !$ G)"
［@］ Y3’F64N(3-F， R,;6-<3’6;S, $"") 56%7 +,-. 0 84$ 0 (% )"C$（ ,-

U5,-6(6）［套格图桑、斯仁道尔吉 $"") 物理学报 (% )"C$］

［A］ >, M R，W53-F 8 X $""? 56%7 +,-. 0 84$ 0 ($ $?@?（,- U5,-6(6［李

德生、张鸿庆 $""? 物理学报 ($ $?@?］

［G］ ZN W Y，>,N R [，>,N R M $"") 56%7 +,-. 0 84$ 0 (% ?)?（ ,-

U5,-6(6）［李付遵涛、刘式适、刘式达 $"") 物理学报 (% ?)?］

［%"］ E3-F W，>, M R，>N 8 Z，W53:F 8 X $""C 1,4$，+,-. 0 !) $%CA
［%%］ >, M R，W53:F 8 X $"") 1,4$ 0 +,-. 0 !% %?@@
［%$］ V3- W V，W53-F 8 X %GGG 56%7 +,-. 0 84$ 0 )# %GC@（,- U5,-6(6）

［闫振亚、张鸿庆 物理学报 %GGG )# %GC@］

［%?］ W5N L 2，23 W V，W56-F R > $""C 56%7 +,-. 0 84$ 0 () )A?（ ,-

U5,-6(6）［朱加民、马正义、郑春龙 $""C 物理学报 () )A?］

［%)］ VN V \，E3-F X，W53’ \ X，W5, 8 V，W35F- 8 X $""C 56%7 0

+,-. 0 84$ 0 () ?GG$（,- U5,-6(6）［于亚璇、王 琪、赵雪芹、智红

燕、张鸿庆 $""C 物理学报 () ?GG$］

［%C］ W5N L 2 $""C 1,4$ 0 +,-. 0 !) %$G"
［%D］ W5N L 2，23 W V $""C 1,4$ 0 +,-. 0 !) %@
［%@］ W53 X >，R,;6-<3’6;S, $""D 1,4$ 0 +,-. 0 !( )@C

!"#$%&’(%)#* %+, ,-.(% $"/’%)"#$ "0 %+,（$ * !）+1)2,#$)"#./
345&)1+6.%%)(, .#1 1)$(&,%, !"1# ,7’.%)"##

Y3’F64N(3-F] R,;6-<3’6;S,
（9,0 12::0;0 2! <7%,0&7%467: 8640$60，=$$0> <2$;2:47 ?2>&7: @$4A0>.4%-，B),,2% "%""$$，1,4$7）

（Q6&6,^6< ? 239 $""D；;6 ,̂(6< 73-N(&;,_4 ;6&6,^6< %G LN-6 $""D）

H:(4;3&4
Y56 _3_6; F,^6( 3 7645’< O’; &’7:,-,-F 456 3N‘,a,3;9 6bN34,’- c,45 59_6;:’a,& ON-&4,’- :9 ON-&4,’- 4;3-(,4,’-0 H-< 456- 456

7645’< ,( 3__a,6< 4’ &’-(4;N&4 456 -6c (’a,43;9 c3^6 (’aN4,’-( 3-< 456 4;,F’-’7,&3a ON-&4,’- c3^6 (’aN4,’-( 4’ 456（$ # %）=
<,76-(,’-3a 89:;,<=>344,&6 3-< <,(&;646 &’<( 6bN34,’- c,45 456 56a_ ’O 456 (97:’a,& &’7_N434,’- (9(467 23456734,&3 0

,-./0123：3N‘,a,3;9 6bN34,’-，ON-&4,’- 4;3-(O’;734,’-，（$ # %）=<,76-(,’-3a 89:;,<=>344,&6，<,(&;646 &’<( 6bN34,’-
4566："$?"，"?)"，"$G"

#I;’S6&4 (N__’;46< :9 456 d34,’-3a d34N;3a R&,6-&6 Z’N-<34,’- ’O U5,-3（T;3-4 d’0 %")D%""D），456 8,F5 K<N&34,’- R&,6-&6 Q6(63;&5 I;’F;37 ’O e--6;

2’-F’a,3 HN4’-’7’N( Q6F,’-（T;3-4 d’0 dL"$"?C），d34N;3a R&,6-&6 Z’N-<34,’- ’O e--6; 2’-F’a,3 HN4’-’7’N( Q6F,’-（T;3-4 d’0 $"")"A"$"%"?）3-<

456 V’N45 Q6(63;&5 I;’F;37 ’O e--6; 2’-F’a,3 d’;73a f-,^6;(,49（T;3-4 dg0 Xd""C"$?）0

] K=73,a：4F4(h ,7-N0 6<N0 &-
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