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针对一类具分布时滞的抛物型控制系统，提出一种新的镇定设计方法 *利用推广的向量 +,-,.,/ 微分不等式、
01-1导数、结合 2344-公式及不等式分析技术，在线性反馈控制律的作用下，导出了具分布时滞的抛物型控制系统
的镇定的新判据 *该镇定性条件不依赖于时滞 *最后给了一个算例说明所得结果的可行性 *此外，该方法一个明显
的优点是所得的镇定性条件容易验证，因而便于应用 *
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! D 引 言

由于许多领域提出的模型都是抛物型系

统［!—5］，所以，由偏微分方程所确定的系统的求

解［&—5］和控制一直是人们研究的热点［!%—"$］*然而，
从客观事实来看，分布时滞更能反映事物的本质 *如
文献［"］提出的材料热加工与人中变迁模型都是具
分布时滞的抛物型系统 *而且分布时滞的抛物型系
统包含了 ! 个时滞的时滞控制系统［"%］*因此，离散
时滞系统是连续分布时滞系统的特殊情形 *故研究
连续分布时滞的抛物型系统的控制更具有普遍意

义 *但由于研究分布时滞的抛物型系统的性态难度
很大，无法照搬离散型时滞抛物型系统已有的方法，

所以尽管提出的模型十年以前就出现了，但研究其

特性的仍然很少 *就我们所知，文献［""］讨论了具分
布时滞的抛物型系统的振动性 *文献［""］讨论了一
种特殊的具分布时滞的抛物型系统的镇定性，文中

假设空间变量是标量，且假设其值在实数区间［%，!］
上；此外，该文是以半群算子理论为工具设计的控制

器，而文献［"!］指出，以半群算子理论为工具设计的
控制器给实际应用带来一定的困难，原因是所要求

的算子的紧性可逆性和可交换性难以验证 *文献
［!5］给出的变结构控制也同样遇到文献［"!］指出的

问题 *而国内许多学者提出了利用矩阵范数为工具
来设计变结构控制器［!5，"!—"=］，事实上，这种控制器

在实际应用中仍然难以检验 *我们曾借鉴离散时滞
系统的方法并结合微分不等式分析技术提出了一种

变结构控制方法［"5］，该方法虽然避免了矩阵范数与

半群算子理论，但该方法仍然不能克服变结构控制

中的通病，即控制过程中的抖动现象 *基于此，我们
提出一种利用比较原理获得系统的镇定性条件 *在
给定系统是线性反馈的情形下，我们求得在反馈增

益矩阵满足一定的条件下，所研究的系统是指数镇

定的 *该条件只要求系统的参数是一个 E:矩阵，其
判别系统能稳的条件容易检验，因而对实际应用工

作者有一定的指导意义 *最后，我们给出了一个实例
说明了结论应用的有效性 *

" D 问题的描述

考虑下列具多个变时滞的分布参数系统：
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写成矩阵形式即为

!!
!" ! #·!!（$，"）" %#!（$，"）

" %!
"

#
&（’）!（$，" $ ’）%’ " ()（$，"），（&）

其中（$，"）"# ’ * "，满足 # ( #和" ( #都是常
数；%# !（+#

,-），% !（+,-），( !（.,-）是具有相应阶的
常数矩阵；# !｛$，#$# ) / ) " *｝$ *0是#$#

! %
1

, ! +
（$&

,）
+,& 具有光滑边界!#的有界球区域，状态

函 数 !（$，"） ! -./（2+（$，"），2&（$，"），⋯，

21（$，"））" *1，! ! %
0

/ ! +

!&

!$&
/
为#上的 012/1-3扩

散算子 4其中 3,-（ ’）为时滞核函数，表示时滞分布密

度，并满足 & !（3,-）1’ 1，其中!
"

#
3,-（ ’）% ’ ! 3,- ( #为

常数 4其初边值条件满足
!（$，"）! #，（$，"）"!# ’［$"，" *）；（5）
!!（$，"）
!1 ! #，（$，"）"!# ’［$"，" *）；（6）

!（$，"）!$（$，"），（$，"）"# ’［$"，#］；（7）
1是!#的单位外法向量，$（$，"）是适当光滑的函数4

5 8 定义和引理

为了叙述方便，我们先引进一些记号和说明 4
%&(（% ) (）表示矩阵 % 和 ( 的对应元素满足不
等式“&”（“ )”）4特别地，若 %&#，则称 % 为非负
矩阵 4不失一般性地，我们总假定方程（+）的平衡点
为零点，否则，我们总可以通过适当的变换使方程的

平衡点为零点 4
记 4& 9模为

#!（ "）#& (!!# !（$，"） & % )$ +,&
， （:）

其中 ; !（$，"）;表示向量 !（ $，"）的 <=->/%模，并称
为 <9模 4记 4&（#）是# 上的实可测函数空间且对
于 4& 9构成一个 ?1@1-A空间 4记

2,（$，"）! B=2
$"’ ’’#

2,（$，" " ’），, ! +，&，⋯，1；

2’ ! -./（2’（ "），2’（$，"），⋯，2’（$，"））；

#$-（ "）# ’
& ! B=2

$"’ ’’#
#$-（$，" " ’）#&，- ! +，&，⋯，1；

#$（ "）# ’
& !（%
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- ! +
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&）+,&；

（2）C ! -./（#2+#，#2&#，⋯，#21#），#2-#’
& !

!# ; 2- ; ’ %$ 4 设 % !（+,-），则记

+— ,- !
+,-，, ! -
#，, (
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，)% !（+— ,-）； （D）

+E ,- !
#，, ! -
+,-，, ({ -
，*% !（+E ,-）； （F）

% " !（ ; +,- ;）4
定义 ! 若存在正数%和5，使得

#!（ "）#& ’ 53$%"，（$，"）"# ’ *，（G）
则称边值问题（&）—（7）式的平衡点是 4&（#）9指数渐
近稳定的，简称系统（&）是 4&（#）9指数渐近稳定的 4
定义 "［#$］ 函数 6：（&，’）+ *，"+ 6（ "）在点

"#"（&，’）的上右 H>@>导数 7 " 6（ "#）为

7 " 6（ "#）! />I
"+ ""#

6（ "）$ 6（ "#）
" $ "#

4

引理 ! 假设向量函数
$（ "）! -./（$+（ "），⋯，$1（ "）），

8（ "）! -./（8+（ "），⋯，81（ "）），

$’：! B=2
$"’ ’’#

$（ " " ’）! -./（$’+（ "），⋯，$’
1（ "）），

$’
, ! B=2

$"’ ’’#
$,（ " " ’），, ! +，&，⋯，1，

8’：! B=2
$"’ ’’#

8（ " " ’）! -./（8’+（ "），⋯，8’
1（ "）），

8’
, ! B=2

$"’ ’’#
8,（ " " ’），, ! +，&，⋯，1

满足下列条件：

（0+） $（ "）) 8（ "），" "［ "# $"，"#］；

（0&） 7 "8（ "）( 9（ "，8（ "），8’（ "）），" & "# & #，

7 "$（ "）’ 9（ "，$（ "），$’（ "）），" & "# & #，
则

$（ "）’ 8（ "），" & "#， （+#）
其中 9（ "，$，$’）!（ % " ( "）$ " # " $’，% ) # 为对
角阵 4
我们称引理 +为推广的向量 J1/1@1K不等式 4
证明 如果（+#）式不真，则存在 ,#（#’ ,#’ 1）

和 "+ ( "#，满足 $,#（ "+）( 8,#（ "+），则由 $（ "），8（ "）的

连续性可知，一定存在 "&"（ "#，"+），使得 $,#（ "&）!

8,#（ "&），且当 ""（ "&，"+）时，有 $,#（ "）( 8,#（ "）；显然

$,#（ "）’8,#（ "），"# $"’ " ) "+；因此，当 "# $"’ " )

"& 时，$（ "）’8（ "）4由 H>@>导数的定义可得

7 " $,#（ "&）& 7 " 8,#（ "&）， （++）

另一方面，由 $’（ "），8’（ "）的定义及（0+）有
$’（ "&）! B=2

$") ’’#
$（ "& " ’）’ B=2

$"’ ’’#
8（ "& " ’）

! 8’（ "&）， （+&）
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所以由（!"），我们有
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因此，（&&）式与（&)）式矛盾，故（&$）式成立 (
在本文中，设反馈控制器为

,（ $，"）% -.（ $，"）( （&*）

*+ 主要结果

定理 ! 若 / % ,（#0 #$0 # # 12 #）是一个 -.矩
阵，在反馈控制律（&*）的作用下，系统（"）—（/）是指
数稳定的 (

0 % 2$ # 3，3 % 4- %（5#’），

12 %（%0 #’），%0 #’ % %#’6#’ (
证明
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两边同乘以 .#（"，$），并对变量 " 在集合#上积分得
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为了求得反馈增益阵满足什么样的条件，使得系统闭

环稳定的，我们将 , % -. 代入上式，并记 3 % 4- %
（5#’），得
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则可以简记为

%#.#（"，$）!.#（"，$）
!$ 1"

% 7"
8

9 % &%#.#（"，$）!
" .#（"，$）
!""

9
1"

#"
&

’ % &
:#’%#.#（"，$）.’（"，$）1"

#"
&

’ % &
%#’%#%

"

$
6#’（ *）.#（"，$）.’（"，（ $ , *））1 *1" (

（&3）
利用边界条件和 45667公式，我们有
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其中
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又因为
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类似地，我们有
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由文献［+%］的引理 +可知，## ’$%%
"$$

$ & + ($%%
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$，

从而，由（%,）—（$"）式得
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即

+ ($%"$$ "*""$%"$$ (%
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"#$%#$$
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# & %
(’ (

"#$%#$ $
$ . （$$）

另一方面，因为 / & -（&0 (’0 ( ( 12 (）是一个 /0矩阵，
所以存在$& 123（$%，$$，⋯，$)）4 "，%4 "使得［+"］

（&0 (’0 ( ( 12 (）$ 5 -%. （$+）
选取 " 5&(%，使得

&$ (（&0$ (’0 ($ ( 12 ($6&!）5 ". （$7）
令 ’)［ -!，"］，选取 3*%，使得

3$6-&’ 4&4，其中&4 & 123（%，%，⋯，%）. （$8）
对任意的’4 "，令

5（ ’）& 3（$(（"）$
$
$ (’）$6-&’，’ + "，（$9）

直接由（$7）—（$9）式得
+( 5（ ’）& -&$3（$(（"）$

$
$ (’）6-&’

4（&0$ (’0 ($ ( 12 ($6&!）3（$(（"）$
$
$ (’）6-&’

&（&0 (’0 (）5（ ’）( 3 12 ($6-&（ ’-!）

+（&0 (’0 (）5（ ’）( 12 ( 5$（ ’）

&：6（ ’，5（ ’），5$（ ’）），’ 4 ". （$,）
又

$%"（ ’）$$ "$("（ ’）$$
$ "$(（"）$

$
$

"3$"$(（"）$
$
$ 6-&’

5 3$"（$(（"）$
$
$ (’）6-&’ & 5"（ ’）

（ " & %，$，⋯，)；-!" ’ " "）， （$:）
即

（%）; 5 5（ ’），-!" ’ " " . （$)）
由（$$）式，得

+ (（%）; "（&0 (’0）（%）; (%
7

! & %
（（%）;）$

& 6（ ’，（%）;，（（%）;）$），’ + "，（+"）
由（$,），（$)），（+"）式及引理 %得

（%）; " 5（ ’），’ + " . （+%）
令’,"(，则

（%）; " 3$($
$
$ 6-&’，’ + " . （+$）

因此，由（+$）式知

$%$$ & %
)

# & %
$%$( )$

$
%<$
" 3$·$(%$ $

$ 6-&’

& /6-&’ , " （当 ’ , = 时）. （++）
根据 /0矩阵的性质，我们很容易得出以下的推论
推论 ! 假设下列条件之一成立，则系统（$）—

（8）在反馈控制律（%7）的作用下是关于 8$（"）0模全
局指数稳定的 .

（%）- *"" 4 %
$"%

)

# &%
$#（*(

"# ( (’ "# ），" & %，$，⋯，) .

（$）>?@
%" "")

%
- *""%

)

# & %
（* (

"# ( (’ "# ）5 %.

（+）)（9）5 %（)（9）是矩阵 9 的谱半径），其中
9 &（-"#）) ! )，-"" & "，-"# & :"# <:"" .其中 / & -&0 -
’0 ( - 12 (满足 :"" 4 "，:"# 5 ".
推论 " 对于系统（$）—（8），若核函数 !"#（ $）满

足!
"

-!
!"#（ $）# $ & %，且 / & -（&0 (’0 ( ( 2 (）且是一

个 /0 矩阵，则系统（$）—（8）在线性反馈控制作用
（%7）之下是指数稳定的 .

8 A 举例说明

为了说明问题，同时也为了简便，对于模型（%），
我们例举一个二维例子，: & ) & $. 其中 2" &
- $ "A,( )"A8 - "A8

，2 &
- % - "A%( )+ - "A+

，; &
"A8 "( )" +

.

由推论 $，可得满足条件（B%）的其中一个反馈增益

矩阵为 < &
- "A% "( )" - %A,

.利用推论 $立即可得
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系统（!）—（"）在反馈控制（#$）的作用之下关于 !! %
模是指数稳定的 &其仿真图如图 # &

图 # 例 #中的!"#!!，!"!!! 的轨迹图

’( 小 结

对分布时滞的抛物型控制系统，利用 )*+*,*-不
等式、./,/导数与微分不等式分析技术在状态反馈
控制是一个线性矩阵的情形下，证明了所给闭环系

统关于 !! %模是指数镇定的 &并给出了一个数值例
子说明结果的可行性及应用方法 &与变结构控制方
法比较，所给判据容易检验，便于应用 &本文所给方
法为分布参数控制系统的新方法，所得结果为新结

果 &而且本文为分布参数系统的控制提供了一种新
方法 &

［#］ 01+23 4 5，678/, 5 9 #:;< #$%&’(%)*( !" <"=
［!］ )>?*, @ ) !AA# +,-%.’- (/0 1&/%2&3 !.%%.2- ## ="
［=］ BC>,D E )，F>,D G，H*, . F #::< 4 & +,-% & 5/6)/..2)/6 $! ’"（/,
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