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研究事件空间中力学系统的微分变分原理 ’基于 (’)*+,-+./原理，建立了事件空间中力学系统的 (’)*+,-+./0
123.243+原理、567.8294原理、:27;;原理和万有 (’)*+,-+./原理，给出了这些原理的 <7*+.0123.243+参数形式、=9+*;+4
参数形式和 )>>+**参数形式，并导出了万有 (’)*+,-+./原理的 ?243+.640(+*+247参数形式 ’
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!江苏省高校自然科学基金（批准号：$AB5)"@$"@#）资助的课题 ’
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" J 引 言

在事件空间中研究力学系统的运动不仅具有几

何意义，而且有重要的力学意义 ’由于在事件空间中
广义坐标和时间处于同等地位，因此可以灵活地选

取参数，以便建立较为简单的方程；其次，由事件空

间中的参数方程不仅可以得到通常位形空间中的动

力学方程，而且可以直接得到能量积分 ’ "K%$ 年，
LM43+建立了事件空间中完整保守系统的参数运动
方程［"］；"KN!年 O7,H24/;+P 研究了事件空间中非完
整保守系统带乘子的 123.243+方程［!］；梅凤翔［@—#］、
罗绍凯［%—"$］建立了事件空间中非完整系统的变分原

理和参数运动方程；梅凤翔［#，""］、吕哲勤［"!］研究了其

积分方法；李元成［"@—"#］给出了事件空间中单面约束

系统的 =6+/F+.理论；梅凤翔研究了事件空间中完整
系统的 =6+/F+. 对称性［"%］、19+ 对称性［"%］、形式不变
性［"&］和 Q6H,24守恒量［"N］；张宏彬等人［"K］给出了事
件空间中完整系统的离散变分原理和第一积分 ’但
是从已查阅的文献来看，迄今为止尚未有文献系统

深入地研究事件空间中力学系统的微分变分原理 ’
变分原理是整个分析力学的基础和出发点，是

建立各种运动微分方程的重要依据，在分析力学中

占有十分重要的地位［!$］’本文从 (’)*+,-+./原理出
发，系统、深入地研究了事件空间中力学系统的微分

变分原理，建立了事件空间中的 (’)*+,-+./0123.243+

原理、567.8294原理、:27;;原理和万有 (’)*+,-+./原
理，给出了这些原理的 <7*+.0123.243+ 参数形式、
=9+*;+4参数形式和 )>>+**参数形式，并导出了万有
(’)*+,-+./原理的 ?243+.640(+*+247参数形式 ’

! J (’)*+,-+./0123.243+原理

考虑由 ! 个质点构成的力学系统，第 " 个质点
的质量为 #"，矢径为 !"，系统的位形由 $ 个广义坐

标 %&（ & R "，⋯，$）来确定 ’建立 $ S "维扩充的位形

空间（事件空间），此空间中点的坐标是广义坐标

%&（ & R "，⋯，$）和时间 ’ ’引入记号

(" R ’，(&S" R %& （ & R "，⋯，$）， （"）

那么所有变量 (!（! R "，⋯，$ S "）可作为某参数"
的连续可微函数 ’令 (! R (!（"）是 )! 类曲线，使得

(T! R
8(!
8"
（! R "，⋯，$ S "）， （!）

不同时为零 ’事件空间中第 " 个质点的矢径可表为
!" R !"（(!）’
系统的 (’)*+,-+./原理为

"" S " *
" S #" R $ （ " R "，⋯，!）， （@）

其中，""，#" 分别为作用在第 " 个质点上的主动力

和约束力，" *
" R U #"!V " 为加在质点上的惯性力 ’将

方程（@）两端点乘!!" 并对 " 求和，设事件空间中理

想约束的条件为
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其中

!"" ! !
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则有

!
!

" ! "
（’ %""( " % #"）·!"" ! #， （)）

这是事件空间中力学系统的 *’+,-./-0123450465-原
理 7下面将原理（)）变换为参数表示的形式 7
引入事件空间中的动能［)］

&（$!，$8!）! $8" ’ ! "
9$8"!

!

" ! "
%""8"· "8"，（:）

广义力［&］

(" ! ’!
#

) ! "
*)$8)%"，
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其中 ’ ! "
9!

!
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!

" ! "
#"·
"""
"+)
分别为

系统在位形空间中的动能和广义力 7
命题 ! 对于事件空间中的力学系统，

*’+,-./-0123450465-原理（)）可表为 <=,-023450465-参
数形式
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证明 由于
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（"@），（"$）式可称为事件空间中的经典 3450465-
关系 7
由（:）式，有
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由（"&）—（":）式，并利用关系（"@）和（"$），我们有
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其中
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由（";）和（"?）式，我们得到以下重要关系：
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其中
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将 *’+,-./-01原理（@）两边点乘 "8"，并对 " 求
和，有

!
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（’ %""( " % #" % !"）· "8" ! #， （9$）

由约束的理想性，得

!
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将（9&）式代入方程（9$），并利用（"#）式得到
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将（’(）式代入（’’）式，并注意到（)）式，我们得到又
一个重要关系
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将（’"）式和（’*）式代入原理（(）便得到原理（+）,
证毕 ,
如果将广义分成有势的 &$% 和非势的&-%

&% ! &$% % &-% ! #!)!*%
% &-%， （’)）

在事件空间中可表为

&% ! # !)!#%%"
% &-%， （’+）

将（’+）式代入（)）式，有

(" !!
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其中
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将（./）式代入原理（+），我们得到
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其中" ! #$" + ! #$"（, # )）为事件空间中的 12342536
函数 ,
对于保守系统，原理（.’）成为

!
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这是文献［.］给出的事件空间中的 7’896:;64<=
12342536原理 ,
命题 ! 对于事件空间中的力学系统，

7’896:;64<=12342536原理（(）可表示为 >?69@65 参数
形式
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（.*）式可称为事件空间中的经典 >?69@65关系 ,
由（*）式，有

0-
0# ! #

#-"
’（#$"）’!

!

" ! "
’""$"· "$"

% "
#$"!

!

" ! "
’""$"· "-"， （.)）

!
!#$"

0-
0# ! #

#-"
（#$"）’!

!

" ! "
’""$"·

!"$"
!#$"

% "
#$"!

!

" ! "
’"
!"$"
!#$"
· "-"

% "
#$"!

!

" ! "
’""$"·

!"-"
!#$"

%
#-"
（#$"）.!

!

" ! "
’""$"· "$"

# "
（#$"）’!

!

" ! "
’""$"· "-"， （.+）

!
!#$%%"

0-
0# ! #

#-"
（#$"）’!

!

" ! "
’""$"·

!"$"
!#$%%"

% "
#$"!

!

" ! "
’"
!"$"
!#$%%"
· "-"

% "
#$"!

!

" ! "
’""$"·

!"-"
!#$%%"
， （A/）

由（"B），（.+）和（A/）式，并注意到（")），（"+）式，我
们有
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于是由命题 "可知（.A）式成立 ,证毕 ,
现引入事件空间中的加速度能量

. !（#$"）. / !
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!
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其中 / 为位形空间的加速度能量［’/］,
命题 " 对于事件空间中的力学系统，

7’896:;64<=12342536原理（(）可表示为 8CC699参数形式

!
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证明 将（’/）式代入（A’）式后，计算得到
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由（#*），（))）和（)*）式，并注意到（#+），（#,）式，我
们有

!!
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由命题 #可知（)&）式成立 (证毕 (

& / 0123-456原理

将方程（&）两端点乘"!%% 并对 % 求和，设事件空
间中 0123-456意义下的理想约束条件为

!
$

% $ #
"%·"!%% $ 7， （)8）

其中

"!%% $ !
("#

!$ #

!!%
!"!
""%!， （)+）

则事件空间中力学系统的 0123-456原理为

!
$

% $ #
（’ &%!9 % " #%）·"!%% $ 7，

"!% $ 7，"!%% " 7
{

，
（),）

其中 !9 % 为第 % 个质点的加速度，其参数表示如（:7）
式所示 (
容易验证，命题 #—&对 0123-456意义下的虚位

移仍然成立，即有下述命题：

命题 ! 对于事件空间中的力学系统，0123-456
原理（),）可表示为 ;2<=3>?4@346@=参数形式

!
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" )( )! ""%! $ 7( （*7）

命题 " 对于事件空间中的力学系统，0123-456
原理（),）可表示为 A5=<B=6参数形式

!
("#

!$ #
:!’
!"!

’ !!"%!
-’
-" " )( )! ""%! $ 7( （*#）

命题 # 对于事件空间中的力学系统，0123-456
原理（),）可表示为 CDD=<<参数形式

!
("#

!$ #
’!!!"!!

" )( )! ""%! $ 7( （*:）

)/ E42BB原理

将方程（&）两端点乘"!!% 并对 % 求和，设事件空
间中 E42BB意义下的理想约束条件为

!
$

% $ #
"%·"!!% $ 7， （*&）

其中

"!!% $ !
("#

!$ #

!!%
!"!
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则事件空间中力学系统的 E42BB原理为

!
$

% $ #
（’ &%!9 % " #%）·"!!% $ 7，

"!% $"!%% $ 7，"!!% "
{

7 (
（**）

命题 #—&对 E42BB意义下的虚位移仍然成立，
即有下述命题：

命题 $ 对于事件空间中的力学系统，E42BB原
理（**）可表示为 ;2<=3>?4@346@=参数形式

!
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命题 % 对于事件空间中的力学系统，E42BB原
理（**）可表示为 A5=<B=6参数形式

!
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!$ #
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命题 & 对于事件空间中的力学系统，E42BB原
理（**）可表示为 CDD=<<参数形式

!
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!$ #
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" )( )!#"!! $ 7( （*+）

*/ 万有 F’C<=GH=3I原理

#,.: 年，J46@=316 和 F=<=462 提出了万有
F’C<=GH=3I原理［:7］，它是最一般的微分变分原理 (下
面我们给出事件空间中力学系统的万有 F’C<=GH=3I
原理为
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，

（& $ 7，#，:，⋯） （*,）
其中 !（&）% 是点的矢径 !% 对参数"的& 阶导数 (原理
（*,）对约束的理想性限制可表示为
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容易得到下述命题：

命题 ’( 对于事件空间中的力学系统，万有
F’C<=GH=3I原理（*,）可表示为 F’C<=GH=3I>?4@346@=
参数形式
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命题 !! 对于事件空间中的力学系统，万有
+’,-./0.12原理（34）可表示为 56.-7.8参数形式

!
!!"

!# "
*!"
!#!

$ !!#&!
%"
%" ! $( )! "#（%）! # ’( （)9）

命题 !" 对于事件空间中的力学系统，万有
+’,-./0.12原理（34）可表示为 ,::.--参数形式
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下面进一步将事件空间中万有+’,-./0.12原理
（34）表示为 =>8?.1@8A+.-.>8B形式 (
命题 !# 对于事件空间中的力学系统，万有

+’,-./0.12原理（34）可表示为 =>8?.1@8A+.-.>8B参数
形式
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由（)4），（C’）和（"3）式，并注意到（"D）和（"4）式，我
们有
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于是由命题 "’可知（)3）式成立 (证毕 (
事件空间中万有 +’,-./0.12 原理的 =>8?.1@8A

+.-.>8B参数形式（)3）具有普遍意义 (
当 % # "时，命题 "9成为命题 3 (
当 % # * 时，命题 "9 给出事件空间中万有

+’,-./0.12原理的二阶#$%&’形式为
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当 % # 9 时，命题 "9 给出事件空间中万有
+’,-./0.12原理的三阶#$%&’形式为
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