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从理论上研究了一类广义扩散方程的求解问题 ) 利用相似变换和解析拆分技巧给出了求解该类非线性微分
方程近似解的一种有效方法，方程的解可以表示为一个收敛的幂级数 ) 近似解结果和数值结果非常符合，证明了
所提出的方法的准确性和可靠性，该方法可以用于解决其他科学和工程技术问题 )
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! > 引 言

传热和扩散现象普遍存在于自然界和生产实

际，一直受到众多科学家和工程技术人员的极大关

注 ) !?’!年 @8232A［!］建议用偏微分方程
!" B（#（!）C !$ C %D! !$）$ （!）

来描述某种确定的广义扩散过程 ) 当方程（!）用来
描述非稳态热传导时，&（!）B D #（!）C !$ C % D ! !$ 表

示单位长度的热流密度，#（ !）表示导热系数 ) 很多
人对方程（!）在各种边界条件下的求解问题进行过
研究，发表了很多论文和报道［#—!&］)
本文研究方程（!）在如下初、边值条件下的求解

问题：

!（$，"）B !，" E $；!（$，$）B $，$ E $，（#1）
!（$，$）B !，$ F $；!（$，$）B $，$ E $，" E $)

（#G）
从下面的讨论中可以看到，在特定的条件下，

可以通过求解如下非线性常微分方程 D ’H（ (）B
)（ (）（’（ (））D !I%来得到方程（!）的相似解［#，&］；该方
程可以描述在局部电压 *（ (）不变时一维热传导介
质中的温度分布函数 ’（ (），稳定的电流使得每一
点均成为热源，( 点的电阻系数是!（ (）（ ’（ (））!I%，
并有 *#（ (）I!（ (）B )（ (），通常导热性系数设为 !>
根据问题的物理意义，我们仅研究方程的正

解 ) 除非特殊说明，本文遵循有如下假定：
!）% E $；#）#（ (）为幂函数；&）’（ (）"$ )

# > 相似变换

偏微分方程（!）具有非常强的非线性，本文寻求
如下形式的相似解：

!（$，"）B !（"），" B +$#"$， （&）
其中 +，#和$为待定常数 )
将上式带入方程 !" B（ #（ !）C !$ C % D ! !$）$，经

过计算选取 + B !，#B !，$B D（% J !），则将方程
（!）简化为
（（% J !）#（!（"））C !K（"）C

%D! !K（"））K B D"!K（"）；
（+）

相应的条件（#）化为
!（$）B !，!（J L）B $， （(1）
!（D L）B !，!（J L）B $) （(G）

显然可见，如果函数 !（ $，"）B !（"）是问题
（!）在条件（#）下的一个相似解，那么 !（"）即为方
程（+）在条件（(）下的一个解，反之亦然 )
下面集中研究方程（+）在边界条件（(1），（(G）

下的解 )
令"B"（!）是方程的解函数 ! B !（"）的反函

数，其中 ! E $；由"K（!）B
!

!K（"）
得
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!（"）（! "!#（"）" ! #）$ !（"）" "#（!）"
#!% "#（!），

方程（&）化为
（（# ’ %）!（"）"!#（"）" ! #）# $ !!（"）( （)）
对方程（)）两边从 *到 " 积分得

!!#（"）$（（# ’ %）!（"））%+#!
"

*!
（ $）,( )$ !%+#

(

（-）
令

%（ &）$!
&

*!
（ $）, $，%（ &）. *，

方程（-）化为椭圆型微分方程

! %/（ &）$（（# ’ %）!（ &））%+#（%（ &））!%+#，（0）
相应的初、边值条件为

%（*）$ *，%#（%）$ *， （12）
%（*）$ *，%（%）$ *( （13）

从上面的推导过程可知，我们仅需研究问题

（0），（1）的正解 (

4 5 椭圆方程（0）的解及讨论

!"#"$%&’()*拆分法

6,7892:拆分法［%&，%;］又称逆算符法，是 6,7892:
提出的求解线性、非线性数学物理方程近似解的一

种数学方法，可给出方程的高精度逼近解析解甚至

精确解 ( 对处理强非线性问题既不需要借助线性、
摄动、迭代或简化模型方程等途径，也不需要数值

方法 ( 分解法的基本思想主要有三点：%）将一个真
解分解为若干个解分量之和，设法分别求出各阶解

分量，然后让这些解分量之和以任意所需的高精度

逼近真值 ( <）将整个方程恰当地分解为若干部分 (
主要按照算符分解为线性、非线性、确定及随机性各

部分，原则上可以任意地分解；但在分解中存在一

定技巧，如所选的确定项线性算符是可逆的，则易

于求得该线性算符相应方程的部分解，然后利用已

知初值或边值条件，从中设法找出方程中的其余部

分解之间的关系 ( 最主要的是使其中高阶解分量只
取决于低阶解分量，以便可由低阶解分量按一定规

则推出任意高阶解分量 ( 4）对非线性方程中最要害
的非线性项提出巧妙的方法，产生一个与之等价的

多项式，用一个特殊的有规律可求的多项式替代非

线性函数，即 6,7892:多项式，该多项式只由前面
低阶的解分量及非线性函数来共同确定 (

!"+" 方程（,）的拆分求解

利用 6,7892:拆分法求得方程的解，其关键在
于求得 %#（*）的值，这样才能得到迭代式来逼近函
数的近似值 ( 首先以 !（ &）$ & 为例来给出求解过
程 ( 对于方程（0）应用 6,7892:分解法，得到

’%（ &）$ !（（# ’ %）&）%+#（%（ &））!%+#，（%*）

这里微分算子 ’ $ ,<

, &< (
逆算子 ’ ! %定义为 ’ !% $

!
&

*!
&

*
（·）, &, & (

则 ’ ! % ’%（ &）$ %（ &）! %（*）! %#（*）& $
! ’ ! %（（# ’ %）&）%+#（%（ &））! %+# ( 由已知 %（*）$ *，
令%#（*）$"，则

%（ &）!"& $ ! ’ !%（（# ’ %）&）%+#（%（ &））!%+# (
（%%）

由 6,7892:分解法，把（%%）式的解 %（ &）设为如
下形式：

%（ &）$ "
=

( $ *
%(（ &）( （%<）

定义一个由无限多项式级数组成的非线性泛函

)（%（ &））：

)（%（ &））$ "
=

( $ *
*( ( （%4）

将（%<），（%4）式代入（%%）式得

"
=

( $ *
%(（ &）$"& ! ’ !%（（# ’ %）&）%+#"

=

( $ *
*(，

（%&）
于是

%* $"&，

%% $ ! ’ !%（（# ’ %）&）%+#**，

%< $ ! ’ !%（（# ’ %）&）%+#*%，

%4 $ ! ’ !%（（# ’ %）&）%+#*<，

⋯

%( $ ! ’ !%（（# ’ %）&）%+#*(!%，⋯

其中 *( 的迭代公式为

** $ +（%*），

*% $ %%
,

,%( )
*

+（%*），

*< $ %<
,

,%( )
*

+（%*）’（%<
% +<！）

,<

,%( )<
*

+（%*），

*4 $ %4
,

,%( )
*

+（%*）’（%% %<）
,<

,%( )<
*

+（%*）

’（%4
% +4！）（,4 +,%4

*）+（%*），
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!! " "!
#

#"( )
$

#（"$）%（"& "’ % "(
( )(）

#(

#"( )(
$

#（"$）

%（"(
& "( )(）（#’ )#"’

$）#（"$）

% "!
& )!！

#!

#"( )!
$

#（"$），⋯

这里 #（"）" &)"&)$ *
&）考虑当 %（ &）" & 时，根据 +#,-./0 拆分法

可得

!$ "（!&）1&)$，

!& " "&
&1 &

$

($!&% (
$
，

!( " "
( &(1

&
$

(!$(!
’
$ %(
（’$ % 2），

!’ " 1 "
’ &’1

&
$

(33$’!
!
$ %’
（&($’ % ’’$ % (’），

!! " 1 "
! &!1

&
$

245$$!!
2
$ %!
（&3$$’ % !6($( % !6’$ % &3’），

其中"" 1（$ % &）
&
$，!" "7（$），对应有

"$ "!&，

"& ""&
(

(!
&
$
，

"( " 1 "
( &’

&($!
(
$ %&
，

"’ " "
’ &!

(33$(!
’
$ %(
（’$ % 2），

"! " 1 "
! &2

245$$’!
!
$ %’
（&($( % ’’$ % (’），

"2 ""
2 &5（&3$$’ % !6($( % !6’$ % &3’）

&4(3$$$!!
2
$ %!

*

取级数 "’ 的前 2项得到

" " "$ % "& % "( % "’ % "! % "2

"!& % "&
(

(!
&
$
1 "

( &’

&($!
(
$ %&

% "
’ &!
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’
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!
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2 &5（&3$$’ % !6($( % !6’$ % &3’）

&4(3$$$!!
2
$ %!

*

方程在边值条件（6/）下得
当 $ " $8&时，!" &8((&$；当 $ " $8$2时，!"

&8&’2&；
当 $ " & 时，! " &85&’’；当 $ " (82 时，! "

&822’!；
当 $ " &$ 时，! " &8(43!；当 $ " &$$ 时，! "

&8$2$$ *

图 & 温度函数分布 （ "（$）" $，"7（&）" $，$ " $8$2，$8&，&，

(82，&$，&$$）

描绘解的分布如图 &8 由图 & 可知温度分布函
数 "（ &）在 $ 9 &的情况下，随着 $ 的增大，温度增
大，但当 $ : & 时，温度反而随着 $ 的增大而
降低 *
方程在边值条件（6;）下得
当 $ " & 时，! " &8($2(；当 $ " (82 时，! "

$8635$；
当 $ " 2 时，! " $83&5(；当 $ " &$ 时，! "

$856&&；
当 $ " &$$时，!" $82(62 *
描绘解的分布如图 (8 由图 (可知当 $ : &时，

温度分布函数 "（ &）随着 $ 的增大，温度分布下降 *

图 ( 温度函数分布（"（$）" $，"（&）" $，$ " &，(82，2，&$，&$$）
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!）类似地，已知幂律 !，对 "（ #）的变化来讨论
方程的解 "
当取 ! # $%&，"（ #）# # 时，有

$（ #）#!# ’ ( #!

)!! ’ !* #+

+!!& ’ ,$&+ #&

,$!-!)

’ ,!+(+ #&

),(!!,, ’ &$+$, #.

,.+)-!,- "

这时在条件（(/），（(0）下所求得的! 值分别为
,%&!*.，,%!*).%
当取 ! # $%&，"（ #）# #! 时，有

$（ #）#!# ’ + #-

,.!! ’ ( #*

--)!& ’ !., #,$

*,.)$!)

’ !* #,+

++!)$!,, ’ ).(+$$, #,.

+++(*,-&.$$!,-，

这时在条件（(/），（(0），（)1）下所求得的!值分别为
$%()-.，$%.)(*，,%,&$,%
当取 ! # $%&，"（ #）# #+ 时，有

$（ #）#!# ’ + #.

-$!! ’ !* #,,

))$$!& ’ !-+ #,.

,,!.-$$!)

’ &(,+ #!,

+,&+(!$$$!,, ’ &+&*-!, #!.

!!&&$&!)$$$$$!,- "

这时在条件（(/），（(0）下所求得的!值分别为
$%)$($，$%&$&+% 描绘出当 ! # $%& 时在条件（(/），
（(0）下的图像分别为图 +和图 -%

图 + 温度函数分布（! # $%&，$（$）# $，$2（,）# $，"（ #）# #，#!，

#+）

当取 ! # ,，"（ #）# # 时，有

$（ #）#!# ’ #!

! ’ #+

+!+ ’ ! #-

(!& ’ ,* #&

($!* ’ ++* #.

,+&$!( "

这时在条件（(/），（(0）下所求得的! 值分别为
,%.,+$，,%!$&!%
当取 ! # ,，"（ #）# #! 时，有

图 - 温度函数分布（! # $%&，$（$）# $，$（,）# $，"（ #）# #，#!，

#+）

$（ #）#!# ’ #+
+! ’ #&

+$!+ ’ ,+ #*

,)($!&

’ !& #(

,+.$)!* ’ ,-*-+ #,,

,)*,,$$$!( "

这时在条件（(/），（(0）下所求得的!值分别为
,%$($!，$%.)&!%
当取 ! # ,，"（ #）# #+ 时，有

$（ #）#!# ’ #-
.! ’ #*

,!.!+ ’ #,$

,!.$!&

’ ., #,+

&)(.)$!* ’ ,$)*( #,.

-(&++,!$$!(，

这时在条件（(/），（(0）下所求得的! 值分别为
$%)*$.，$%-),+%
类似于 ! # $%&的情况，可以得出当 ! # , 时

在条件（(/），（(0）的图像如图 &和图 .%

图 & 温度函数分布（! # ,，$（$）# $，$2（,）# $，"（ #）# #，#!，#+）

由上述在相同 ! 不同 "（ #）的情况下所得的图
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图 ! 温度函数分布（! " #，"（$）" $，"（#）" $，#（ $）" $，$%，$&）

图 ’ 数值结果和近似结果比较 （(）#（ $）" $，! " #；（)）#（ $）

" $，! " #$

形可知，! " $*+，! " #两种情况且在（,(）式条件下
都遵循很好的规律，即随着 #（ $）的次数增大温度
分布降低，在（,)）式条件下温度函数在靠近 $的区
域内随 #（ $）的次数的增加而减少，而在靠近 # 的
区域内随 #（ $）的次数的增加而增加，即不同的条
件下的解是相交的 -
图 ’和图 .给出了数值结果和近似解结果分布

曲线的比较，可以看出数值结果和近似解结果非常

符合，证实本文所提出的解析近似方法的准确性和

可靠性 -

图 . 数值结果和近似结果比较

/* 结 论

研究了一类广义扩散方程的求解问题 - 引入适
当的相似变换将偏微分方程转化成一类常微分方程

奇异非线性边界值问题，利用 01234(5拆分技巧给
出了求解该类问题的一种有效的解析分解方法 - 对
于不同参数值，得到了用级数形式表示的扩散方程

的近似解析解及解的分布曲线 - 数值结果证明，所
得到的近似解具有相当高的精度 - 本文所提出的思
想和方法可以用于解决其他科学和工程技术问题 -
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