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给出一种构造非线性微分差分方程精确解的方法 *利用该方法并借助计算机代数系统 +,-./，获得了一种修正

的 01.2/33, 链的形式丰富的精确解 *该方法也可应用于其他的微分差分方程（组）*
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& E 引 言

寻找非线性微分方程精确解在非线性问题的研

究中占有很重要的地位 *近些年来，人们提出了许多

方法，如双曲正切法［&，"］、齐次平稳法［%，$］、混合指数

法［)］、F,D1G< 椭 圆 函 数 展 开 法［(—&#］ 以 及 其 他 方

法［&&—&$］，并给出了一些具体的实现软件包 * 但这些

方法能否推广应用到非线性微分差分方程（HII9）

却少有报道 *最近，J,.KL<? 等［&)］将双曲正切方法推

广应用到了微分差分方程，并给出了具体的实现软

件包 II97-/D<,.71.M2<1?A * ;，他们的工作是一种 突

破 *后来，谢等［&(，&8］将扩展的双曲正切法及其改进形

式推广应用到微分差分方程，并获得了微分差分方

程更为丰富的精确解，包括孤立波解和周期解，极大

地推动了此方面的研究工作 *作者受文献［&(，&8］的

启发，进一步改进解的形式假设，给出了一种改进的

算法，借助计算机代数系统 +,-./ 可构造出微分差

分方程形式丰富的精确解 *为了说明该算法的有效

性，我们研究如下的一种修正的 01.2/33, 链［&’］：

K!"（ #）
K # N !"（& O!!" ）（!"O& P !"P&）* （&）

这是著名的非线性可积链方程 *当参数!N # 时，方

程（&）退化为著名的 01.2/33, 链

K!"（ #）
K # N !"（!"O& P !"P&）* （"）

方程（"）也称为 Q12R,:01.2/33, 系统、离散 4132/L/@:K/
03</A（4K0）方程、Q,?@;M<3 链、4,D:S,? +1/3G/DR/ 链

等等［&5，"#］*对形如方程（&），（"）的离散链系统的数学

结构 和 物 理 应 用 的 研 究，例 如 双 哈 密 顿 结 构、

JTDR.M?K变 换 和 非 线 性 叠 加 公 式、孤 立 子 解 以 及

;,A2/3 对称等，可参见文献［"&—"$］*

" E 算法描述

假定所研究的非线性微分差分方程具有如下

形式：

$（%"O &&
（ #），%"O &"

（ #），⋯，%U"O &&
（ #），

%U"O &"
（ #），⋯，%U"O &’

（ #），⋯，

%（ (）
"O &&

（ #），%（ (）
"O &"

（ #），⋯，%（ (）
"O &’

（ #））N #， （%）

其中 %"（ #）N %（"，#）是函数变量，# 是连续变量，而

"，&)"* *
第一步 变换

我们寻找方程（%）如下形式的行波解：

%"（ #）N %（"" ）

N#
+

) N #
,) - )（"" ）O#

+

. N &
/. - P .（"" ）

O#
+

0 N &
10 - 0P&（"" ）2（"" ）， （$）

其中
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!! ! !" " #$ "!#， （$）

而

%（!! ）!
%&’(（!! ）

&%&’(（!! ）" )*%(（!! ）
，

’（!! ）! +
&%&’(（!! ）" )*%(（!! ）

,
（-）

这里 "，#，() ，*+ ，#, ，& 及!# 均是常数 ,
像连续情形一样，通过平衡方程（.）的最高阶非

线性项和最高阶导数项，可确定（/）式中 - 的阶数 ,
第二步 导出非线性代数方程组

注意到如下一些重要的性质和公式：

!!" .)
!（! " .) ）" " #$ "!#

!!! " ".) ， （0）

%&’(（/ 1 0）! %&’(（/）)*%(（0）

1 )*%(（/）%&’(（0）， （2）

)*%(（/ 1 0）! )*%(（/）)*%(（0）

1 %&’(（/）%&’(（0）, （3）

利用这些公式可获得 1! " .)
的具体形式，只需将（/）

式中的!! 替换为!! " .)
即可 ,

将（/）式以及 1! " .)
的具体形式代回到原来的方

程（.），并利用

%&’(4（!! ）! )*%(4（!! ）5 + （+#）

进行简化，取出分子并提取出 )*%(.（!! ）%&’(2（!! ）的

系数，可得到一个关于未知变量 () ，*+ ，#, ，# 的一个

非线性代数方程组 , 借助计算机代数系统 6789: 可

求解此非线性代数方程组 ,
第三步 获得精确解并代回原方程验证

将第二步获得的非线性代数方程组的解代回到

（/）式中，可获得非线性微分差分方程（.）的精确解 ,
当然，为了保证结论的正确性，需代回原方程（.）中

进行必要的验证 ,
使用该方法可获得非线性微分差分方程更多形

式的精确解，特别地，也包含了双曲正切、双曲余切、

双曲正切; 双曲余切以及双曲正割等多项式形式

的解 ,
下面，我们以一种修正的 <*9=:>>7 链方程（+）为

例对上述算法进行说明 ,

. ? 方程（+）的精确解

为了将以上介绍的算法应用到方程（+），通过平

衡其最高阶导数项和最高阶非线性项，可得 - ! +,

于是，可假定方程（+）具有如下形式的行波解：

1（!! ）! (# "
(+ %&’(（!! ）

&%&’(（!! ）" )*%(（!! ）

"
(4（&%&’(（!! ）" )*%(（!! ））

%&’(（!! ）

"
(.

&%&’(（!! ）" )*%(（!! ）
， （++）

其中 (#，(+，(4，(. 均是待定的未知常数 ,
将（++）式以及 1! 5 + 和 1! " + 的具体形式（利用

（0）—（3）式可获得）代入方程（+）中，并利用（+#）式

进行必要简化 , 随后，提取出分子并令 )*%(.（!! ）

@ %&’(2（!! ）（, ! #，⋯，0；2 ! #，+）的系数为零，可以

获得关于未知常数 (#，(+，(4，(. 的一个非线性代

数系统（共有 +$ 个方程组成且相当冗长，这里不再

具体列出）,借助计算机代数系统 6789:，可获得其下

述形式的解 ,
情形 !

(# ! 5 +
4"!

&
4"

=7’(（"），

(+ ! 1 &4 5 +
4"

=7’(（"），

(4 ! (. ! #，

# ! 5 +
4"

=7’(（"）,

（+4）

情形 "

(# ! 5 +
4" 1 &

4"
=7’( "( )4 ，

(+ !!
&4 5 +
4"

=7’( "( )4 ，

(4 ! #，

(. ! 1 &4 5" +
4"

=7’( "( )4 ，

# ! 5 +
"

=7’( "( )4 ,

（+.）

情形 #

(# ! 5 +
4"

，

(+ ! (4 ! #，

(. ! 1 &4 5" +
4"

%&’(（"），

# ! 5 +
4"

%&’(（"）,

（+/）

情形 $

(# !!
+
4"

［& =7’(（"）1 +］

@［4&4 %&’(4（"）! &%&’(（4"）" +］，
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!! " # "$ % !
$!

&’()（#）［"$ *+()$（#）% ,-*)$（#）］，

!$ " # !
$!

&’()（#）［"$ *+()$（#）% ,-*)$（#）］，

!. " /，

$ " !
$!

&’()（#）［"$ *+()$（#）% ,-*)$（#）］0 （!1）

情形 !

!/ " % !
$!!

" &’()（#）
$!

，

!! " !. " /，

!$ " # &’()（#）
$!

，

$ " % &’()（#）
$!

0

（!2）

于是，可得修正的 3-4&566’ 链（!）的如下形式

的解：

%&（ ’）" % !
$!!

" &’()（#）
$! #（"$ % !）&’()（#）

$!

7
*+()（"& ）

"*+()（"& ）8 ,-*)（"& ）
， （!9）

其中

"& " &# % &’()（#）
$!

’ 8#/ 0

%&（ ’）" % !
$! # " &’()（# :$）

$!

!
（"$ % !）&’()（# :$）

$!

7
*+()（"& ）

［"*+()（"& ）8 ,-*)（"& ）］

# "$ %" !&’()（# :$）
$!［"*+()（"& ）8 ,-*)（"& ）］

，（!;）

其中

"& " &# % &’()（# :$）

!
’ 8#/ 0

%&（ ’）" % !
$! # "$ %" !*+()（#）

$!［"*+()（"& ）8 ,-*)（"& ）］
， （!<）

其中

"& " &# % *+()（#）
$!

’ 8#/ 0

%&（ ’）"!
［" &’()（#）# !］［$"$ *+()$（#）! "*+()（$#）8 !］

$!

#（"$ % !）&’()（#）［"$ *+()$（#）% ,-*)$（#）］
$!

*+()（"& ）
［"*+()（"& ）8 ,-*)（"& ）］

# &’()（#）［"$ *+()$（#）% ,-*)$（#）］
$!

［" 8 ,-&)（"& ）］， （$/）

其中

"& " &# 8 &’()（#）［"$ *+()$（#）% ,-*)$（#）］
$!

’ 8#/ 0

%&（ ’）" % !
$! # &’()（#）

$!
,-&)（"& ）， （$!）

其中

"& " &# % &’()（#）
$!

’ 8#/ 0

如果令解（!9）—（$/）式中的参数 " " /，可得方

程（!）的双曲正切、双曲余切多项式形式的解 0 需要

说明的是，对于解（!9）—（$/）式作者尚未见报道 0

= > 结 论

本文给出了构造非线性微分差分方程精确解的

一种方法 0利用该方法获得了一种修正的 3-4&566’ 链

的各 种 形 式 的 精 确 解，表 明 了 该 方 法 在 寻 找 非

线性微分 差 分 方 程 精 确 解 方 面 的 有 效 性 和 实 用

性 0该方法 也 可 用 于 其 他 的 非 线 性 微 分 差 分 方

程的求解 0顺便指出，如果将（2）式中的双曲正弦

和双曲余 弦 函 数 用 一 般 的 正 弦 函 数 和 余 弦 函 数

替代，即

(（#& ）"
*+(（#& ）

"*+(（#& ）8 ,-*（#& ）
，
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!（!"）! "
##$%（!"）& ’(#（!"）

，

利用类似的过程可获得方程（"）的周期解，只不过

（)）—（"*）式应做相应调整 +至于如何将连续情形下

的各种构造非线性微分方程精确解的方法推广应用

到半离散的微分差分方程，这值得深入研究 +
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