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相位常数面可以描述特定频率、特定结构中波的传播方向及传播区域 +将相位常数面这一分析方法应用于薄

板状周期栅格结构中弹性波传播特性的研究，采用集中质量法计算了周期栅格结构的相位常数面，得到了直观的

三维能带结构图 +相位常数面可以用二维等高线图描述，通过计算等高线上每一点的法线方向，得到了在特定通带

频率下弹性波的传播方向及传播区域 +这些研究对于通带频率范围内的弹性波传播特性具有重要意义 +
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# > 引 言

结构振动问题广泛存在于国防军事、航空航天、

船舶、机械动力等各个领域中，抑制结构中的有害振

动一直是工程技术中迫切需要解决的问题 +
在实际工程中，许多结构（如磁悬浮列车的承载

导轨、多跨距桥梁、船舶工程或航空工程）中广泛应

用的加筋板及栅格结构、卫星及太空站中使用的大

型柔性空间结构等均具有共同的特点———周期性 +
这些结构通常是由一些相同结构单元以相同方式连

接而成的 + 研究表明：当弹性波在周期结构中传播

时，某 些 频 率 范 围 内 的 波 不 能 通 过，称 之 为 带 隙

（?/4@ 8/;）；而某些频率范围内的波可以通过，称之

为通带（;/<< ?/4@）+可以想象，通过合理设计周期结

构的几何参数和材料参数，可以在一定频率范围内

抑制 结 构 振 动 的 传 播 并 降 低 由 振 动 引 起 的 声 辐

射，这对提高结构的工作性能及抗疲劳能力具有

重要意义［#］+近年来，凝聚态物理领域中的声子晶

体概念的出 现 为 周 期 结 构 的 研 究 注 入 了 新 的 活

力［’—#)］，声子晶体是具有弹性波带隙的周期结构，

是传统周期结构中的一 种 特 殊 类 别，可 以 结 合 声

子晶体的 相 关 理 论 来 设 计 周 期 结 构 并 分 析 其 振

动特性 +
相位常数面（;6/<3 =74<A/4A <BCD/=3）可以描述特

定频率下、特定结构中波的传播方向及传播区域，通

常用于分析周期结构中弹性波的传播特性［#(—’$］+在
掌握弹性波传播特性的基础上，通过优化设计可以

提高特定频率、特定方向上的振动隔离能力 + 但是，

目前仅研究了弹簧质量系统以及同种材料构成的栅

格结构的弯曲振动特性 +
本文构造了一种材料特性周期变化的薄板状栅

格结构，采用声子晶体能带结构计算中的集中质

量法计算了该栅格结构平面内纵向振动时的相位

常数面，得到了直观的三维能带结构图 + 通过计算

等高线上每一点的法线方向，得 到 了 在 特 定 通 带

频率下弹性波的传播方 向 及 传 播 区 域 + 利 用 有 限

元法，计算了有限周期薄板状栅格结构的频率响

应特性，证实了通带内弹性波传播的方向性及区

域性 +

’ +基于集中质量法的相位常数面计算

图 #（/）所示为薄板状周期栅格结构，该结构

是由两种不 同 的 材 料 以 正 方 晶 格 形 式 周 期 排 列

构成的，黑色部 分 为 材 料 E，白 色 部 分 为 材 料 F+
图 #（?）为该周期栅格结构的单个元胞，晶格尺寸

! G ’（ " H #）+
对于薄板结构，当弹性波限制在 $-% 平面内传

播时，其应力与应变之间的关系为
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图 ! 薄板状周期栅格结构及单个元胞

（"）薄板状周期栅格结构，（#）周期栅格

结构中的单个元胞
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式中!! ，!" ，"!" 为应力，%! ，%" ，&!" 为应变，$，#为拉

梅常数 )
对于薄板状周期栅格结构的单个元胞，首先采

用集中质量法对其进行离散处理，将连续介质的密

度集中到离散节点上成为集中质量，而相邻质点由

仅有弹性而没有密度的连续介质连接 ) 图 & 为周期

栅格结构中单个元胞的离散，图 &（"）为三角形网格

对栅格单个元胞的描述，图 &（#）为三角形网格中的

一个单元 )
考虑单个三角形单元，单元节点与回复力的关

系可以由下式表示：

!!" $ "!"!!" ， （&）

图 & 周期栅格中单个元胞的离散

（"）三角形网格对单个元胞的描述，

（#）三角形网格中的一个单元

式中

｛!!"｝# $ ｛$! ，$"｝# ，

｛!!"｝# $ ｛%& ，’& ｝#

为节点 # 上的节点力，

"!" $ ｛#!"｝#(

为单元刚度矩阵 )
单元内的介质在运动时，其内部质量所产生的

惯性力为体积力，可以被平均分配到 * 个节点上，也

就是将单元内质量平均分配到单元的 * 个节点上 )
某个节点 # 上的质量 )# 为相邻单元分配到该节点

上的质量总和，这样就可以得到某个节点的动力平

衡方程
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式中 +,-./0为栅格结构单个周期内的节点数，也即集

中质量数，［%( ，’( ］+ 为节点的位移向量 )
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按照同样的思想，我们可以得到栅格结构单个

周期内所有离散节点上的动力平衡方程，并组成方

程组，由周期结构的 !"#$% 定理，该方程组的形式为

［!" ，#" ］& ’［$" ，%" ］
&()［ &’’" * &((" +!)］， （,）

式中 &’ ，&( 为波矢，在［ +!-*，!-*］间取值，* 为晶

格常数，$" ，%" 为节点 +" 沿 ’，( 方向上的振动幅

值，与结构具有相同的周期性 .
将（,）式代入（/）式，可得

（+｛!’(｝"" -+" +!0）［$" ，%"］
&

’!
,""

｛!’(｝",［$, ，%,］
&()［&’（’, + ’"）* &(（(, + ("）］-+" . （1）

（1）式是典型的一般复数矩阵特征值问题，可以改

写为

［"’(（#）+!0 $］［$, ，%, ］
& ’ 2 . （3）

对于给定的波矢 #，可通过求解特征值得到相

应的一系列特征频率!，从而得到该周期栅格结构

的能带结构图［44］.
另外，求解所有 &’ ，&( 组合下的频率值，可以

得到一组函数! ’ -（ &’ ，&( ），该函数定义了相位常

数面［43—02］.相位常数面包含了关于弹性波传播特性

的信息 .相位常数面可以通过空间的三维表面描述，

也可以通过平面内的二维同频率等高线描述 .
对于二维周期结构，沿 ’ 方向和 ( 方向的群速

度可以分别写成［02］

.5’ ’ *’
"!
"&’

，

.5( ’ *(
"!
"&(

，

（6）

式中 *’ ，*( 分别表示 ’ 方向和 ( 方向的晶格常数 .
当用二维等高线图来描述相位常数面时，根据（6）式

可知，每条等高线上每一点的法线方向即为该点的

群速度方向 .对于无阻尼结构，群速度即为振动能量

的传播速度［04］.因而可以通过二维等高线图中的法

线方向来确定能量的传播方向 .这样通过分析二维

相位常数面的等高线图，就可以得到该通带频率下

弹性波在薄板状周期栅格结构中的传播方向及传播

区域 .
采用集中质量法，我们计算了钢（材料 7）及树

脂（材料 !）构成的薄板状周期栅格结构的能带结构

及相位常数面 .计算中此栅格结构的结构参数为晶

格尺寸 * ’ 022 88，/ ’ 92 88，0 ’ 02 88，厚度 1 ’ ,
88.钢的材料参数为":( ’ 6692 ;5·8+/，#:( ’ 40<41

= 4242 >? 和$:( ’ 9<4 = 4242；树脂的材料参数为"@A

’ 44,0 ;5·8+/，#@A ’ ,<,/ = 42B >? 和$@A ’ 4<1B =
42B >?.图 /（?）为该栅格结构的能带结构图，图中只

给出了 6222 CD 以下频率的能带结构曲线，00,0—

,433 及 ,0B9—32/0 CD 为两个带隙 .图 /（E）为该栅

格结构的相位常数面图，同样，图中只给出了 6222
CD 以下频率的相位常数面 . 从图 / 可以看出，在第

三及第四、第四及第五两个相位常数面间为两个带

隙，带隙频率范围同能带结构计算得到的带隙一致 .
采用相位常数面方法，能够直观地展示周期结构中

的带隙 .

图 / 周期栅格结构的能带结构及相位常数面 （?）能带结构，

（E）相位常数面

/ .周期栅格结构中弹性波的传播特性

分析

如上所述，我们可以用二维的等高线图来描述

相位常数面，每个频率等高线上每一点的法线方向
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代表了该频率下弹性波的能量传播方向 ! 通过计算

等高线上每一点的法线方向，可以得到在特定频率

下弹性波的传播方向及传播区域 !
图 "（#）给出了第五个相位常数面三维图形，图

"（$）给出了该相位常数面对应的二维等高线图，图

中给出了 %&’’—%(’’ )* 的 ( 条等高线（图中只标出

了 %&’’，%+’’，%,’’ )* , 条等高线，其余标注类推，

相邻等高线间频率相差 &’’ )*）!

图 " 相位常数面及等高线图 （#）第五个相位常数面，（$）相位

常数面对应的二维等高线图

图 -（#）所示为第五个相位常数面中一条频率

为 %,’’ )* 的等高线 ! 在该等高线上均匀选取 ! 个

点，作每个点的法线，法线的方向代表了该点波的传

播的方向，如图 -（#）中的箭头所指方向 ! 法线的方

向可以用法线方向同坐标系中 " 轴的正方向的夹

角来表示，这样就可以得到 ! 个角度，统计这 ! 个

角度在 ’—,%’.的分布范围，就可以得到该频率下弹

性波在周期栅格结构中的传播方向和传播区域 ! 在

等高线上选取的点数 ! 越大，得到的传播方向及传

播区域就越准确 !图 -（$）给出了 %,’’ )* 下波的传

播方向，其中最外侧圆周上的数字为 ’.—,%’.角度

描述，文中将其分成 /+ 个区域，每 -.为一个传播区

域，内部的每个圆周上的数字 -，&’，&-，+’ 表示这 !
个角度落在每个传播区域中的数量 !数量越大，表示

该区域传播的波的能量越大 ! 从图 -（$）可以看出，

弹性波主要沿 0 "-.斜线方向传播，传播区域局限在

0 "-.斜线方向很小的角度范围内 !

图 - 频率为 %,’’ )* 的等高线上所取点的法线方向及对应的波

传播方向 （#）等高线及线上选取点的法线方向，（$）该频率下

对应的波传播方向

图 %（#）所示为频率为 %&’’ )* 的等高线 ! 采用

上述方法，我们可以得到该频率下的波传播方向及

&’,+" 期 温激鸿等：薄板状周期栅格结构中弹性波传播特性研究



传播区域（图 !（"））# 从图 $ 可以看出，此时选取的

! 个点在不同方向的传播数量基本相同，因而弹性

波的传播不存在特定的方向性及区域性，即全方向

传播 #

图 $ 频率为 $%&& ’( 的等高线上所取点的法线方向及对应的波

传播方向 （)）等高线及线上选取点的法线方向，（"）该频率下

对应的波传播方向

采用上述方法，可以得到薄板状周期栅格结构

通带内任一频率的弹性波传播方向及传播区域 #

* #有限元法计算的周期栅格结构中弹

性波传播特性

图 +（)）所示为 %! , %! 个周期的薄板状周期栅

格结构，在其中心位置施加沿平面内 " 方向的加速

度激励，采用有限元仿真可以计算得到该栅格结构

的频率响应曲线 #图 +（"）给出了该栅格结构右边界

的频率响应曲线 # 从图 + 可以看出，在 --%!—*-%&
及 *.*/—!/&& ’( 两个频率范围有明显的振动衰减，

这与以上计算得到的带隙频率范围基本一致，即有

限周期薄板状栅格结构的振动衰减频率范围和无限

周期 计 算 得 到 的 弹 性 波 带 隙 频 率 范 围 是 相 互 对

应的 #

图 + 周期栅格结构及频率响应曲线 （)）%! , %! 个周期的薄板

状栅格结构（中心的箭头表示受力方向），（"）频率响应曲线

采用有限元仿真计算得到的带隙位置与采用集

中质量法计算得到的带隙位置存在一定的误差，第

二个带隙的截至频率比能带结构中的低，因而我们

在有限元结果中选取频率稍低的 $-&& ’( 处振动响

应图，如图 /（)）所示 #从图 /（)）可以看出，弹性波主

要沿 0 *!1斜线方向传播，传播区域局限在沿 0 *!1
斜线方向很小的角度范围内 #图 /（"）给出了频率为

$%&& ’( 时弹性波传播方向及区域 # 从图 /（"）可以

看出，在该频率下弹性波的传播不存在特定的方向

性及区域性，即全方向传播 #这与以上采用相位常数

面方法预测得到的结果相一致 #
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图 ! 不同频率下的弹性波传播方向及区域 （"）频率为 #$%% &’，（(）频率为 #)%% &’

* + 结 论

本文针对钢及树脂构成的薄板状周期栅格结构

纵向振动，采用集中质量法计算了该栅格结构的相

位常数面，得到了直观的三维能带结构图 ,通过相位

常数面等高线图上每个频率对应的等高线上每一点

的法线方向，得到了在特定频率下弹性波的传播方

向及传播区域 ,采用有限元仿真方法，计算了有限周

期薄板状栅格结构的频率响应特性，证实了通带内

弹性波传播的方向性及区域性 ,采用相位常数面方

法，可以分析周期结构中弹性波的传播特性，在此基

础上，通过对周期结构的优化设计，可以提高周期结

构在特定频率、特定方向上的振动隔离能力 ,
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