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利用 ()*+,-.变换法，解析地研究了局限于恒定不变外部势阱中的玻色/爱因斯坦凝聚体的非线性动力学性
质 0结果发现凝聚体中的粒子之间的相互作用强度对其非线性动力学特征有重要的影响 0当玻色子之间的相互排
斥作用相当强时，凝聚体中只会存在亮孤子；而玻色子之间的相互排斥作用相当弱（小于临界值）时，凝聚体中会出

现亮孤子和暗孤子交替演化 0

关键词：玻色/爱因斯坦凝聚，()*+,-.变换，孤子
!"##：%&1%2，%"3%，!!!%4

!国家自然科学基金（批准号：!%’5$!!1），教育部新世纪人才基金（批准号：6789/%’/%5%5），江苏省博士后科研基金（批准号：%’%!%$1:），湖

南省自然科学基金（批准号：%’22&%%%’），湖南省教育厅项目（批准号：%$;%&<）和湘潭大学跨学科交叉研究项目资助的课题 0

# 通讯联系人 0 8/=)>?：@?A)BCD.E-0 F@-0 GB

! H 引 言

实验观察玻色/爱因斯坦凝聚体（:87）中的暗
孤子［!，"］、亮孤子［1，$］和四波混沌［&］等一系列非线性

现象的成功促进了非线性原子光学的快速发展，也

进一步引起了人们对玻色/爱因斯坦凝聚体进行更
广泛的研究［’—<］0研究表明，:87局限在谐振外部势
阱中，粒子之间为排斥作用会产生暗孤子［!，"］；而粒

子之间为吸引作用时则出现亮孤子［1，$］0然而 :87
处于双曲函数的外部势阱时，即使粒子之间为吸引

作用也能够形成暗孤子，粒子之间为排斥作用也能

出现亮孤子［3］0若处于谐振外部势阱的 :87粒子之
间的相互作用相当弱时，孤子在传播过程中传播速

度会变慢且波形变宽［!%］；当粒子之间的排斥相互作

用随时间呈周期性变化时 :87中的亮孤子具有动
力学稳定性［!!］0人们期望 :87中的孤子能如光纤中
的光孤子一样能稳定地传播，那么 :87这一新的物
质波的具体应用就为期不远了 0因此，人们致力于寻
求 :87中孤立子能够稳定传播的条件 0实现这种稳
定的可能性之一是 :87局限于不同的外部势阱中 0
值得一提的是 4IF［!"］等人在 "%%& 年论证了处于任
意形式的外部势阱中的玻色子都可以形成 :87，且
不同的外部势阱中的 :87将出现新的性质 0在此，

我们研究局限于恒定不变外部势阱的玻色/爱因斯
坦凝聚体的非线性动力学行为 0

" H :87处于一个恒定不变的外部势阱
中的解析解

众所周知，烟状（G>C)*/JK)LF@）:87的动力学行
为可以通过下列无量纲化之后的 M*,JJ/N>E)FOJP>>
（MN）方程来描述［!1—!&］，
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其中!（!，"）是凝聚体的波函数，# 为玻色子之间相
互作用，$（ !）代表 :87 所处的外部势阱 0与文献
［!&］一样，令 $（ !）Q %（% 是任意恒定的常数）0设
方程（!）的试探解为

!% Q !
"#

F.L（ "> " ! T >%"）0 （"）

利用 ;U6V（;+?,A>EW/U)-L/6FAF??/VFC-*）方法，就可得
出方程（!）的 ?). 对 0根据（!）式，我们构造如下 ?).
对

! Q !!，! Q "!，! Q（"!，""）
X， （1）

其中，! Q## T $，" Q ">#" # T ">#$ T % 0#是谱参
数，且 !，" 满足
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这里，& #!+,-（ ! ’’"）%从而方程（&）的 ./0123,变
换为
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其中##$
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是方程（5）在"#"$ 条件下的解，(

是 6/,对的解 %把（)）式和由（5）式求得的#代入（4）
式中可得到（&）式的孤子解为
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其中’# ) ))! ! &（ $ !! ) ) "），& # * ))! ! 6，) 是
任意实数 %

5 = 数值模拟 >?@的孤子行为

当凝聚体中粒子之间的相互排斥作用相当强

时，通过数值模拟（<）式得出其非线性解如图 & 所
示 %可以看出，当玻色子之间的排斥作用比较强
（% # &）的时候，凝聚体中只有亮孤子存在，且亮孤
子的幅度随时间呈周期性的变化 %图 )示出了凝聚
体受到粒子之间弱排斥作用（% # $=$4）所具有的非
线性现象 %由图 )可知，凝聚体出现亮、暗孤子随着
时间交替演化 %

>30A+0［&］等首次在烟状的玻色子之间为相互排
斥作用的BC D1原子 >?@中观察的暗孤子随着时间
的增加分裂为两个和两个以上的暗孤子；@/00等［&<］

论述了孤子的分裂会导致最开始那个孤子中原子数

目的减少 %这在 >?@的应用方面是人们不愿意看到
的现象 %通过数值计算方程（<）发现：当 >?@处于恒
定的外部势阱时，即使玻色子之间的相互排斥作用

减少，孤子并不会分裂而是产生新的孤子，出现亮、

暗孤子的相互演化 %这主要由于恒定的外部势阱所
引起的 %为此，选取凝聚体随时间而变化不会出现孤
子的凝聚体基底点（ $ # ! *）处作为参考点，在图 5

图 & 玻色子之间的相互排斥作用较强（% # &）时凝聚体中亮孤

子的动力学行为 其余参数是 ) # )，’ # $=4

图 ) 玻色子相互排斥作用较弱（% # $%$4）时凝聚体中的非线性

现象 其余参数同图 &一致

和图 *中分别绘出玻色子之间的相互排斥作用和不
同恒定常数的外部势阱对基底概率密度的影响 %由
图 5可得出：即使 >?@处于一个恒定不变的外部势
阱（’ # $=4），当玻色子之间的相互作用与外部势阱
相差不甚远时，基底中玻色子的概率密度会随时间

变化产生一个周期性的振荡 %而且随着玻色子之间
的排斥作用变小，基底中玻色子的概率密度的振荡

周期保持不变，但幅度增加 %这说明粒子间的排斥作
用减少时，形成孤子的玻色子和基底中的玻色子交

换的数量在增加 %由图 *可知，>?@处于恒定较大值
的外部势阱中，其基底中玻色子的概率密度振荡的

周期就越小 %因此，在玻色子之间的相互作用（排斥
作用）和恒定常数的外部势阱的共同影响下，基底中

玻色子的概率密度产生了一个周期性的振荡，它的

振荡振幅与玻色子相互作用强度有关，它的振荡频

率与恒定不变的外部势阱大小有关 %当粒子之间的
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相互作用相当强时，形成孤子的玻色子和基底中的

玻色子交换数目对整个孤立子的贡献相当微弱，因

而当粒子之间的相互作用相当强时，只能发现凝聚

体出现亮孤子（即图 !中出现的现象）；而当粒子之
间的相互作用较弱时，形成孤子的玻色子和基底中

的玻色子交换数目对整个孤立子的贡献就显得相当

重要 "此时，凝聚体中会出现亮、暗孤子之间交替的
演化 "

图 # ! $ % & 处玻色子之间的相互排斥作用为 （’）" $ !；

（(）" $ )*)+时概率密度随时间演化 其余参数与图 !一致

图 & ! $ % &处玻色子的相互排斥作用弱（" $ )*+）时概率密度

随时间演化 （’）# $ )*+；（(）# $ !*) "其余参数与图 !一致

此外，数值模拟 $ $ !,& 时暗孤子谷底处（ !!
!*!）和基底（ ! $ % &）两处的粒子的概率密度随 "
的变化情况（如图 +所示）"当 -! - .! $ !"! / -! - .! $ % &时，

说明凝聚体中会存在暗孤子；当 -! - .! $ !"! 0 -! - .! $ % &

时，凝聚体中有亮孤子存在 "在此基础上，我们给出
了外部势阱强度 # 与粒子相互作用强度 " 的临界
值如图 1 "从图中可以得到：外部势阱的强度 # 发生
变化时，粒子相互作用强度 " 的临界值也随之改
变 "当 # 从零开始增大时，" 的临界值也随之变大 "
但是当 # 增大到一定值后，" 的临界值反而随之变

图 + 在 # $ !,.，$ $ !,&时，! $ % &和 ! $ !*!处的粒子的概率

密度随 " 的变化关系

图 1 在 $ $ !,&时，"的临界值随 #的变化关系

小 "这是因为随着 # 的改变，亮孤子和暗孤子存在
的周期也发生了改变 "

& * 结 论

总之，我们利用 2’3(456 变换法解析地求出了
处于恒定外部势阱中一维玻色7爱因斯坦凝聚体的
精确解 "数字计算发现，当粒子之间的相互作用相当
强时，凝聚体中只会出现亮孤子的动力学稳定性；改

变玻色子之间的相互作用强度，凝聚体中的亮孤子

并不会出现孤子的分裂现象；当玻色子之间相互作

用小于临界值时，凝聚体中产生了亮、暗孤子之间的

交替演化现象 "这种交替演化现象是由于玻色子之

间的相互作用和 89:所处的外部恒定势阱所决定
的 "由于粒子之间的相互作用强度和外部势阱强度
的共同影响使得基底中玻色子的概率密度产生了一

个周期性的振荡（这说明形成孤子中的玻色子和基
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底中的玻色子发生了交换），振荡振幅与玻色子之间

相互作用强度有关，振荡频率与恒定常数的外部势

阱有关，当振幅达到一定值时，即孤子与基底交换的

粒子总数达到一定值时，就会出现亮、暗孤子之间的

相互演化 !
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