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在量子力学的框架内描述了带电粒子与晶体相互作用，利用正弦平方势把沟道粒子的 *+,-./0123- 方程化为

456,037 方程，根据 89:+, 定理讨论了系统能量分布，并用摄动法求解了方程的低阶不稳定区及其禁带宽度，系统自

动呈现出了能带结构，再现了粒子束同晶体相互作用的周期性特征 ;而这一点正是其他相互作用势不曾有的 ;
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% C 引 言

人们在研究带电粒子的沟道效应和沟道辐射

时，常常假设带电粒子同晶体之间的相互作用势是

平面连续势，而且还假设粒子运动无阻尼 ;于是，在

经典力学框架内，粒子运动方程可化为无量纲的二

阶非线性微分方程
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$ 是粒子偏离沟道中心平面的距离，%F 是相邻晶面

之间的距离，,%，,# 分别是带电粒子和晶体原子的

电荷数，- 是电子电荷，.%#
F 是晶体的原子面密度，&

是粒子纵向速度，+ 是光速，"是相对论因子，*& 是

粒子静止质量，#（!）是无量纲的粒子=晶体相互作

用势 ;常用的粒子=晶体相互作用势有 H01/,5-/ 势和

4:903-3 势［%，#］;利用这两种势可以较好的描述沟道

效应和沟道辐射，但不能再现沟道辐射的精细结构，

也不能反映粒子=晶体相互作用的周期性特征 ; 为

此，引 入 正 弦 平 方 势 ; 无 量 纲 的 正 弦 平 方 势 可 表

示为［$］

#（!）E#@01#$!， （$）

其中$，#是势参数，且$ E"G# ; 将（$）式代入方程

（%），粒子运动方程化为标准的摆方程 ;当引入运动

阻尼和外场的周期调制时，粒子运动方程是一个典

型的动力学方程 ;对这个系统的全局分叉和混沌行

为作过比较仔细的分析［I—’］;现在，试图在量子力学

框架内，利用正弦平方势，把沟道粒子的 *+,-./0123-
方程化为 456,037 方程，根据 89:+, 定理讨论了系统

能量分布，并用摄动法求解了方程的低阶不稳定区

和禁带宽度 ;结果表明，对于一阶和二阶不稳定区，

禁带宽度分别为#)% E (#
# 和#)# E

*%#
F（(#）#

%’"#%# ，系

统自动呈现出了能带结构，再现了粒子束同晶体相

互作用的周期性特征 ;而这一点正是其他相互作用

势（比如 H01/,5-/ 势和 4:903-3 势）不曾有的 ;再考虑

到，由于不稳定区的宽度#)/ 与入射粒子参数、晶

体参数或粒子=晶体相互作用势参数有关，只需适当

选择这些参数，就可以将不稳定性对沟道粒子运动

的影响减至最小，从而使沟道效应和沟道辐射得到

有效地增强，为沟道效应和沟道辐射的应用提供了

更多的可能性 ;

# C *+,-./0123- 方程

在经典力学的框架内，利用正弦平方势描述了

粒子的沟道效应和沟道辐射 ;现在从 *+,-:/0123- 方

程出发，对带电粒子的沟道现象作一量子力学描述 ;
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假设 !（"）是粒子!晶体相互作用势，则粒子的

定态 "#$%&’()*+% 方程可表示为
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其中
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鉴于 5()’$6%’ 势和 7&8(+%+ 势都比较复杂，无论是牛

顿方程还是 "#$%9’()*+% 方程都只能数值求解 :为此，

引入正弦平方势，使得带电粒子沟道问题的处理变

得简单、解析 :在量子力学框架下描述粒子运动时，

利用正弦平方势可把 "#$%9’()*+% 方程化为 76;$(+<
方程 :

将（=）式代入（4）式，可将正弦平势表示为［>—?］

!（"）/ %#@(),（!" 3’2）， （A）

其中 % 由（,）式给出 :
将（A）式代入（1）式，可得
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方程（>）是一个标准的 76;$(+< 方程［4］: 一次项的系

数是$的周期函数 :根据 D8&E<+; 定理，方程（>）的解

"（$）可以表示为

"（$）/ +()$’)（$）， （?）

上式表明，"（$）和’)（$）只差一个模为 F 的相因子 :
G8&#$ 进一步证明上式中的’)（$）也是周期函数，其

周期与外场的周期相同 : 设外场周期为 *，根据

G8&#$ 有

’)（$ - *）/’)（$）: （F0）

具有这种性质的波函数称为 G8&#$ 波函数 : 这就是

所谓 G8&#$ 定理 : 根据 G8&#$ 定理，粒子在周期场中

运动时，它的能量将分裂成带 :
事实上，系统的稳定性与参数%，&的分布有

关，在参数（%，&）平面上，出现了一系列稳定和不稳

定区 :对方程（>）进行了数值计算，结果如图 F 所示 :
从图 F 可以看出，当 & !0 时，如果% H 0，系统是

稳定的 :但是对于% I 0，系统则是不稳定的 : 不过，

随着 & 的绝对值增加，即使% I 0，系统也可能是

稳定的 :由于方程（>）包含振动部分 #&@,$，在% H 0
的右半平面内出现了一系列稳定和不稳定区 : 当

图 F 76;$(+< 方程的稳定区（非阴影区域）与不稳定区（阴影区

域）

& !0 时，这些不稳定区退化为一点，且全都落在

&/ 0 的横轴上，这些点由方程

% / ),，) / F，,，=，⋯

给出，其中 ) / F，,，=，⋯并分别称为一阶、二阶、三

阶等不稳定区 : 一般说来，在参数（%，&）平面上，这

种稳定和不稳定区有无限多个 :实际上，对于具体情

况只有一个或少数几个稳定和不稳定区起作用［F0］:

= J 76;$(+< 方程的低阶不稳定区及其禁

带宽度

考虑到数值计算的复杂性和工程的合理性，下

面用摄动法对方程（>）近似求解［FF—F=］:为此，注意到

方程（>）中的&是小参数，不妨将"（$）和%按&展

开如下：

"（$，&）/"0（$）-&"F（$）-&,
",（$）- ⋯⋯，

（FF）

% / +, -&%F -&,%, - ⋯⋯， （F,）

其中 + / 0，F，,，⋯，是参数激励的共振阶数 :将（FF）

和（F,）式代入方程（>），并比较方程两边&的同次幂

系数，可得

"
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0 - +,
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F - +,
"F / .%F"0 . ,"0 #&@,$， （F1）
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, - +,
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方程（F=）的解可表示为

"0 / ,#&@+$ - -@()+$， （FA）

上式表明，当 + 为偶数时，"0 是周期为!的周期函

数，当 + 为奇数时，"0 是周期为 ,!的周期函数 : 以
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! ! " 为例，求禁带的边界方程和相应的解 #
将（"$）式代入方程（"%），且令 ! ! " 可得

!
&

" ’!" ! (（"" ’ "）")*+# (（"" ( "）#+,-#
( ")*+.# ( #+,-.#， （"/）

消去方程中的久期项，要求

（"" ’ "）" ! 0， （"1）

（"" ( "）# ! 0， （"2）

于是方程（"/）化为

!
&

" ’!" ! ( ")*+.# ( #+,-.#， （30）

由（"1）和（"2）式可知

"" ! ( "，# ! 0， （3"）

"" ! "，" ! 0， （33）

于是，方程（30）的解可表示为

!" ! "
1 ")*+.#， （3.）

或

!" ! "
1 #+,-.#， （3%）

类似地，将（3"），（3.）式代入方程（"4），可得

!
&

3 ’!3 ! ( "3 ’( )"
1 ")*-#

’ "
1 ")*+.# ( "

1 #+,-4#， （34）

消去久期项，要求

"3 ! ( "
1 （3$）

精确到二次近似，一阶不稳定区的一条边界曲线和

这条边界曲线上的解可表示为

" ! " ($ ( "
1$

3 ’ ⋯， （3/）

! ! ")*+# ’ "
1$")*+.# ’ ⋯， （31）

同样，将（33），（3%）式代入方程（"4），并用类似的方

法，可求得一阶不稳定区的另一条边界曲线和这条

边界曲线上的解 #

" ! " ’$ ( "
1$

3 ’ ⋯⋯， （32）

! ! #+,-# ’ "
1$#+,-.# ’ ⋯⋯， （.0）

由（3/）和（32）式，可求得一阶不稳定区的禁带宽度

!" ! 3$， （."）

用类似的方法，可求得零阶不稳定区的边界曲线和

这条边界曲线上的解为

" ! ( "
3$

3 ’ ⋯⋯， （.3）

! ! " ’ "
3$")*+3# ’ ⋯⋯， （..）

结果表明，零阶不稳定区只有一条边界曲线 # 同样，

用类似的方法，还可求得二阶不稳定区的边界曲线

和这条边界曲线上的解 # 其中一条边界曲线和边界

曲线上的解为

" ! % ’ 4
"3$

3 ’ ⋯⋯， （.%）

! ! ")*+3# ( "
%$" " ( "

. )*+%( )# ’ ⋯⋯，（.4）

另一条边界曲线和边界曲线上的解为

" ! % ( "
"3$

3 ’ ⋯⋯， （.$）

! ! #+,-3# ’ "
"3$#+,-%# ’ ⋯⋯， （./）

由（.%）和（.$）式，可求得二阶不稳定区的禁带宽度

!" ! "
3$

3， （.1）

其他不稳定区的宽度可以用类似方法求出 #

% 5 结果和讨论

微分（1）式，将（."）式代入，并注意到（1)）式，

可得一阶不稳定区（禁带）的宽度

!$" ! %%63， （.2）

微分（1）式，将（.1）式代入，并注意到（1)）式，可得

二阶不稳定区的宽度

!$3 !
&’3

7（%%）3

"$"3&3 ， （%0）

（.2）和（%0）式表明，不稳定区的宽度!$"，3 与入射粒

子参数（质量 &）、晶体参数（晶格常数 ’7）或粒子8
晶体相互作用势参数（相互作用强度 %%）有关 #适当

选择这些参数，可以有效地加强沟道效应和沟道辐

射，为沟道效应和沟道辐射的更广泛应用提供理论

根据 #
我们在量子力学框架内，利用正弦平方势，描述

了沟道粒子的运动 行 为，把 9):;*<,-=>; 方 程 化 为

?@A:,>B 方程，能量分布自动呈现出了带结构，再现

了粒子与晶体相互作用的周期性特征 # 而这一点正

是 C,-<:@;< 势和 ?*D,>;> 势本身不曾有的 #

20%.$ 期 邵明珠等：正弦平方势与带电粒子沟道效应的能带结构



［!］ "#$#% &，’#%#()#( & *，+$,-.,$ / !000 !"# 1 $ 1 %&’ 1 ()*+ 1 2 !

30
［4］ 5#6-. 7，8,-%9.: /，;,.<,. ; 4==! ()*+ 1 ,-. 1 & "# =>40=!
［?］ @A# ’ B，’C9# D E !0F3 /)0" 1 ()*+ 1（ G’&）# HI=
［3］ @A# ’ B，’C9# D E 4==> 12#3 ()*+ 1 40" 1 $# 3=04（-. JC-.,<,）

［罗诗裕、邵明珠 4==> 物理学报 $# 3=04］

［>］ @A# ’ B，’C9# D E，EC#A K L 4==? /)0" 1 $ 1 &5 4-602&"’72#&8+

%# >!?（-. JC-.,<,）［罗诗裕、邵明珠、周小方 4==? 半导体学

报 %# >!?］

［H］ @A# ’ B，’C9# D E，/,- @ K 4==3 12#3 ()*+ 1 40" 1 $& !03=（-.

JC-.,<,）［罗诗裕、邵明珠、韦洛霞 4==3 物理学报 $& !03=］

［I］ @A# ’ B，’C9# D E，8A K M 4==3 9:(;<( %! 0H（-. JC-.,<,）

［罗诗裕、邵明珠、胡西多 4==3 高能物理与核物理 %! 0H］

［F］ @A# ’ B，’C9# D E 4==H 12#3 ()*+ 1 40" 1 $$ !??H（-. JC-.,<,）

［罗诗裕、邵明珠 4==H 物理学报 $$ !??H］

［0］ @A# ’ B，N9. B D，’C9# D E 4==3 12#3 ()*+ 1 40" 1 $& !!>I（-.

JC-.,<,）［罗诗裕、谭永明、邵明珠 4==3 物理学报 $& !!>I］

［!=］ 89)9<C- J !0H3 <&"=0"-38 &+20==3#0&" 0" >)*+023= +*+#-6+（7,O

B#$P：DQ+$9OR8-%% S##P J#TU9.)）!F>
［!!］ 79)V,C & 8 !0F! !"#8&’72#0&" #& (-8#78?3#0&" @-2)"0A7-+（ ;#C.

/-%,) W ’#.<）?!4
［!4］ /9.X + Y，/9.X B 7 4==? 12#3 ()*+ 1 40" 1 $% 0?0（-. JC-.,<,）

［王桂秋、王友年 4==? 物理学报 $% 0?0］

［!?］ ’A. B D，ECA E B，/9.X E + 4==> 12#3 ()*+ 1 40" 1 $# !I=I（-.

JC-.,<,）［孙友梅、朱智勇、王志光 4==> 物理学报 $# !I=I］

!"# $%&#’$’()*#+ ,-.#&.%)/ )&+ ."# 0)&+ $.*(1.(*# 2-*
1")&&#//%&3 #22#1.$

’C9# D-.XRECA @A# ’C-RBAZ

（B&"CC73" D"0.-8+0#* &5 @-2)"&=&C*，B&"CC73" >4?!=H，/)0"3）

（5,Q,-(,: 4! &AXA<[ 4==H；$,(-<,: T9.A<Q$-U[ $,Q,-(,: > ’,U[,T6,$ 4==H）

&6<[$9Q[
NC, -.[,$9Q[-#. 6,[O,,. [C, QC9$X,: U9$[-Q%, 9.: [C, Q$)<[9% -< :,<Q$-6,: 6) \A9.[AT T,QC9.-Q< 1 NC, <QC$]:-.X,$ ,\A9[-#.

:,<Q$-6-.X 9 U9[-Q%, T#(-.X -. [C, QC9..,% -< $,:AQ,: [# D9[C-,A ,\A9[-#. 6) A<-.X 9 <-.,R<\A9$,: U#[,.[-9% 1 NC, 69.: <[$AQ[A$,
#V [C-< <)<[,T -< :-<QA<<,: 69<,: #. S%#QC [C,#$,T1 NC, -.<[96-%-[) ^#., 9.: [C, <[#UR69.: O-:[C 9$, V#A.: 6) [C, U,$[A$69[-#.

[,QC.-\A,< 1 _[ -< <C#O. [C9[ [C, O-:[C #V [C, !R<[ #$:,$ 9.: 4R.: #$:,$ -.<[96-%-[) ^#.,< 9$,!:! ‘
E!
4 9.:!"4 ‘

6’4U（E!）4

!H"4#4 ，

$,<U,Q[-(,%)，9.: [C-< <)<[,T U$,<,.[< 9A[#T9[-Q9% [C, 69.: <[$AQ[A$,，OC-QC -< .#[ U$,<,.[ -. @-.:C9$: U#[,.[-9% 9.: D#%-,$,
U#[,.[-9%< 1

()*+,-./：QC9..,%-.X ,VV,Q[，69.: Q#.<[$9Q[-#.，<-.,R<\A9$,: U#[,.[-9%，U,$[A$69[-#. [,QC.-\A,<
0122：H!F=D

Z J#$$,<U#.:-.X 9A[C#$ 1 2RT9-%：6X%A#<C)a:XA[ 1 ,:A1 Q.

=!3? 物 理 学 报 >H 卷


