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对于无穷深势阱中自旋为 #（满足 ()*+,-./01/, 方程）和自旋为 ’2%（满足 3+045 方程）的相对论粒子，分别计算了

坐标、动量以及速度算符的矩阵元 6 在大量子数极限下，这些矩阵元给出相应的经典物理量（这里是狭义相对论中

的有关量），并且满足正确的经典关系 6 从而表明，7*+8*,9*0: 对应原理对这样的相对论体系也适用 6

关键词：无穷深势阱，()*+,-./01/, 方程，3+045 方程，7*+8*,9*0: 对应原理
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!国家自然科学基金（批准号：%#"$&#;<）资助的课题 6

! =->4+)：>4+)+,)+4,:? *@/A6 5/>；>4+)+,)+4,:? @4B//6 5/>6 5,

’ C 引 言

自从量子理论产生之日起，量子力学与经典力

学的关系就一致是人们关心的热点问题之一 6 最为

流行，也最为大家所熟知和接受的对应原理是 D/B0
对应原理 6 该对应原理指出，当量子数很大时，量

子体系的行为过渡到经典体系的情况 6 另一个对应

原理，7*+8*,9*0: 对应原理近来也引起了人们的极

大兴趣［’—<］6 7*+8*,9*0: 对应原理［;—E］明确指出，在

大量子数极限下，量子力学的矩阵元是经典物理量

的 F/A0+*0 展开系数 6 换句话说，物理量可能矩阵元

之和给出经典运动方程的解，即如果定义一个量
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那么该量在经典近似下应当给出经典解 6 式中 !
是物理量所对应的厄米算符 6 单从数学上讲，“双

波理论”也有类似的结论［;—$］6 但在“双波理论”中，

是取（’）式的实部，不过并没有给出相应的理由 6
也许正是因为只取了实部，才造成该理论认为在量

子数有限时，就可以描述一个单粒子的运动，这样

的说法以及新定义的波函数等概念引起了人们的异

议［E，K］6 7*+8*9,*0: 对应原理并不要求对（’）式所定

义的量取实部 6 在下面的运算中将看到，对于束缚

态，当量子数有限时，（’）式定义的量是复数，因而

不能用该量描述轨道或者一个粒子的运动 6 但有一

个对非相对论量子体系普适的结论：在大量子数极

限下，其虚部消失，变成实数，就可以用（’）式定义

的量描述经典运动［K］6 本文将这一研究推广到相对

论性的量子体系 6
下面首先对自旋为 # 的粒子在无穷深势阱中的

运动进行处理，然后研究自旋为 ’2% 的粒子的情况，

最后是有关结论 6

% C 势阱中自旋为 # 的粒子

在相对论量子力学中，自旋为 # 的粒子满足

()*+,-./01/, 方程
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本文采取自然单位制即 L)4,M 常数和真空中的光速

都取 ’ 6 假如粒子被限制在 % G［#，’］范围内的无限

深势阱中运动，不难求出方程（%）的解
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量子数 " G ’，%，"，⋯需要注意的是在相对论量子力

学中有正能解和负能解之分 6 正能解对应正粒子，

负能解对应相应的反粒子 6 在计算（’）式的矩阵元
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时，应当对同一种粒子进行 ! 对于正能解，坐标和

动量有如下结果：
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在求和中要求 % ( " 是奇数 ! 以下计算中，当 % . "
时，令 % " " $ # ( $ ’；当 % / " 时，令 % " " ( # ( (
’! 其中 ( 是非负整数 ! 一般情况下，（-）式是复数，

因而不能说是一个粒子的坐标和动量 ! 但在大量子

数极限即 ""&的情况下，（-）式变成实数
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以上两式中! " "!# 7（&"$# ）! 当 " 是偶数时，) "
（" ( #）7#；当 " 是奇数时，) "（" ( 8）7# ! 因此，当

""&时，有 )"& ! 推导过程中，也用到了以下

结果：当量子数 " 很大时

&"9# (9’ ( &"

" )# $（" 9 # ( 9 ’）#!#

$# # ( &"

" )# $ "#!#

$# 9 #（# ( $ ’）
"!#

$# # ( &"

" )# $ "#!#

$# # 9 #（# ( $ ’）
"!#

&"$# ( &"

" 9（# ( $ ’）!! （:）

从（4，6）式可得如下关系：
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这与狭义相对论中的速度动量关系"" ’ 7& 一致 !
可以证明，（4，6）式也与经典的坐标和动量一致 ! 经

典情况下，粒子在势阱中做往复运动，运动是周期

性的 ! 在一个周期之内，坐标和动量可以分别表示

如下：

!（ #）" "
#，0 / # / + 7#，

#$ ("#，+ 7# / # / +{ ，
（=）

’（ #）"
’1，0 / # / + 7#，

( ’1，+ 7# / # / +{ ，
（’0）

其中 + 是往复一次所用的时间，+ " #$ 7" " #$&1 7
’1 !定义! " #!7+ "!’1 7（$&1），对（=）和（’0）式中的

坐标和动量做级数展开，会分别得到（4，6）式的结

果，只是要注意到经典近似下 "!7$ 成为经典动量

’1，&" 成为经典能量 &1 ! 计算表明，负能解有类似

的结果，就不再赘述了 !
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!" 无穷深势阱中的自旋 #$% 粒子

由于负能解与正能解具有类似的结果，所以在

下面的计算中，只讨论正能解的情况 & 定态情况

下，体系的波函数可以写为

!（!，"）’!（!）()*（+ ,#"）， （##）

空间部分满足如下的 -,./0 方程：
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将波函数写成
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代入方程（#%）后，得到
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将（#6）式代入方程（#5），有结果
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为了求解方程（#7），需要确定边界条件 & 在无限深

势阱的外边，波函数为 2" 根据波函数的连续性条

件，波函数在边界处应为 2" 但是在相对论的情况

下，这里有一定的问题 & 对于自旋为 #$% 的粒子，

波函数中有两个函数$和%& 而%是$的导数 & 在

非相对论近似下，$是波函数，并在边界处连续，

其导数在边界处不连续 & 为了不与非相对论的结果

矛盾，我们取边界条件$（2）’$（&）’ 2，即$在边

界处连续，而%不连续 & 容易求出波函数为
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能量本征值 #’ ’ %% 1（’!$&）! % & 对于自旋为 #$%
的相对论量子力学，存在一个速度算符
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该算符的本征值是真空中的光速，与有质量粒子的

速度总是小于光速相矛盾 & 因此，有作者采取一些

变化来协调 -,./0 理论与实际情况的关系，例如对

坐标进行幺正变换［#2］，引入新的坐标形式［##，#%］等 &
对于势阱中的粒子，下面的计算表明速度算符的矩

阵元可以给出经典速度 & 利用波函数（#;），经过一

定的运算后得到
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这些矩阵元都是复数 & 在大量子数极限即 ’ 很大的

情况下，虚部消失，即
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在（%3）式的推导过程中用到了这样的近似：无论 (
> ’ 还是 ( ? ’，当 ’#=时，有
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从（#*，#$）式可以看出，在量子数很大时有关系

!$（ ’）% ($（ ’）""$ ，与狭义相对论中速度与动量的

线性关系" % ( "" 一致 ( 而量子数有限时的结果

（#’，##）没有这样的线性关系 (
对于三维情况，（’）式可以写为
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式中 * 或+ 代表所有可能的量子数 ( 假如 , 方向上

的运动仍然受到限制，在 - 方向和 . 方向上不受限

制，则 01234 方程的解为
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其中 "* % !# !（$&"%）# ! (## ! (! #
* 是能量本征值，

(, 是 , 方向的动量算符，(# 和 (* 分别是 - 方向和

. 方向上的动量算符的本征值，%’，%# 和%* 是三个

;3<=1 矩阵，$/ 可以选取为某一个 ;3<=1 矩阵的本征

态 ( 对于 , 方向上的坐标、速度算符和动量与一维

情况有类似的结论 ( 对于 - 方向和 . 方向，经过一

定的运算得到

-*（ ’）%
(#
"*

’，

（!#）*（ ’）%
(#
"*

，

（(-）*（ ’）% (#， （#>）

.*（ ’）%
(*
"*

’，

（!*）*（ ’）%
(*
"*

，

（(.）*（ ’）% (* ( （#?）

令分离的量子数 $"+就会得到经典结果 ( 对于连

续变化的量子数 (# 和 (* 则不需要取无限大的极

限 ( 同时注意到，（#?，*@）式的结果在量子数有限时

就是实数（这应该是 - 方向和 . 方向上的运动不受

束缚导致的）( 但是由于能量中的量子数 $ 是分离

的，所以（#?，*@）式不可能是经典运动的坐标或者

速度 ( 如果 , 方向上的运动也不受限制，即自由粒

子的情况，则由（#/）式算出的就是经典结果 (

$ A 结 论

对于无限深势阱中的相对论粒子，计算了坐

标、动量以及速度算符的矩阵元 ( 在大量子数极限

下，这些矩阵元给出相应的经典物理量 ( 特别是自

旋为 ’"# 粒子的速度算符，也可以得到正确的经典

速度 ( 这些结果表明，B71576C72D 对应原理对于这样

的相 对 论 体 系 也 是 适 用 的 ( 对 于 更 为 复 杂 的 体

系［’*—’/］，有关的研究正在进行中 (
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1Y=/1 期 梁麦林等：无穷深势阱中相对论粒子的矩阵元及其经典近似


