
一类环状非球谐振子势场中

相对论粒子的束缚态解

张民仓 王振邦
（陕西师范大学物理学与信息技术学院，西安 !"##$%）

（%##$年 ""月 "$日收到；%##$年 "%月 ""日收到修改稿）

提出了一种新的环状非球谐振子势，在标量势与矢量势相等的条件下，给出了其 &’()*+,-./-*方程和 0).12方
程的束缚态解 3 &’()*+,-./-*方程的!角向波函数以超几何函数表示，径向波函数可用合流超几何函数或广义拉盖
尔多项式表示，能谱方程由径向波函数满足的束缚态边界条件得到 3 0).12方程的旋量波函数可用 &’()*+,-./-*方
程的解构造 3
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" 6 引 言

在强耦合条件下，势场中运动粒子的相对论效

应变得十分重要 3而在考虑到相对论效应时，处于势
场中的运动粒子需要用 &’()*+,-./-*方程或 0).12方
程描述［"，%］3在以前的研究中，人们已在标量势等于
或大于矢量势的条件下，给出了不少典型势函数的

&’()*+,-./-*方程或 0).12 方程的束缚态解［4—"5］3这
些势函数的大多数属于双原子分子势 3
球谐振子模型是非相对论量子力学中可精确求

解的模型，球谐振子势在许多领域有着广泛的应用 3
但是在一些问题中，球谐振子模型过于简化，为此人

们提出了一些非球谐振子模型，它们是由球谐振子

势和其他形式的附加势构成 3 这类势函数能够用来
描述环状分子（如苯分子）的模型及变形核子之间的

相互作用，在量子化学及核物理研究中有不少的应

用 3 近年来，粒子在非球谐振子势场中的相对论效
应引起了物理学界的广泛兴趣，并已取得一些有意

义的结果 3 这些研究包括了典型非球谐振子
势［"$，"!］，环状球谐振子势［"7］，环状非球谐振子

势［"8—%"］，双环状球谐振子势［%%］，等等 3 文献［%4］讨
论过一种环状非球谐振子势，在球坐标下其形式为
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并通过求解 <2=.>/)*?(.方程得到了其非相对论的能

谱和束缚态波函数 3 在以前的工作中［%@］，我们研究
了这一环状非球谐振子势的相对论效应，在标量势

等于矢量势的条件下得到了其 &’()*+,-./-*方程的
束缚态解及束缚态波函数满足的能谱方程 3 本文提
出另一种新的环状非球谐振子势，其表示式为
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式中 # 和"分别是粒子的静止质量和频率，&和’
是无量纲的实参数 3 与（"）式相比，新的环状非球谐

振子势是以
2-;!
;)*%!
替换了其中的

2-;%!
;)*%!

3而与我们最近

讨论过的 A1B1.-C 势相比［%5］，则是以谐振子势
"
% #"% "%替换了其中的库仑势(" ，以反平方势

#%
&
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替换了其中的环状势 %
"% ;)*%!

3本文是在标量势与矢

量势相等的条件下，求解这一新的环状非球谐振子

势的 &’()*+,-./-*方程和 0).12方程，给出其满足的
能谱方程和归一化的束缚态波函数 3为计算简单，以
下取#9 $ 9" 9 "3

% 6 &’()*+,-./-*方程的束缚态解

具有标量势 %（ !）与矢量势 !（ !）的 &’()*+
,-./-*方程为
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式中 " 是动量算符，! 为粒子的能量 &在标量势等
于矢量势的条件下把（"）式代入（%

[
）式，可得
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在球坐标系下，使得
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方程（6）和方程（7）为相等的标量势与矢量势的
890,-:;*<5*-方程的$角向方程和径向方程，&为分
离常数 &对于$角向方程（6），作变量替换
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则方程（6）变为

(（/ ! (）5
5((（/ ! (）5

5(&（(）

[’ &(（/ ! (）! /
. ’" !（# ’ !）#( )#

!（# ’ !）
"# # ]( &（(）# $& （>）

定义 )，* 为两个正的参数，且分别满足关系
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则方程（>）可以变为
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方程（/%）为一超几何方程，其解可用超几何函数表
示为
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为使得方程（/%）的解满足束缚态边界条件，超几何
函数必须中断为一个多项式，即要求
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虽然超几何函数对于交换参数 - 和 . 是不变的，但
根据 )，* 是正数的定义，只有（/7）式满足要求，并
且 0 和 ) ’ * 之间的差 0 !（ ) ’ *）必为零或正整数 &
最后得到 890,-:;*<5*-方程的$角向方程的归一化
解为
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为求得 890,-:;*<5*-方程的径向方程（7）的解，

引入变量*#+$，则径向方程（7）可变为
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考虑到径向波函数在""(及"")时的渐进行为，
方程（&*）在物理上可接受的解设为
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方程（&0）为一合流超几何方程，其解可用合流超几
何函数表示为
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当#")时，合流超几何函数
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以 +23（"

& 4&）的行为指数地发散，因此合流超几何函
数必须中断为一多项式 % 即要求
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式中 )* 为径向量子数 % 由（&’）式及（&5）式可以得
到束缚态满足的能谱方程为
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相应的，径向束缚态波函数为
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利用合流超几何函数 (（ " )，% # $，+）和广义拉盖
尔函数 $%)（+）之间的关系

$%)（+）! &（) #% # $）
)！&（% # $）(（" )，% # $，+），（**）
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由径向波函数的归一化条件

#
)

(
［-)（ *）］& *& - * ! $，

［-)（ *）! * "$ &)（ *）］ （*,）
及公式

#
)

(
+%+" +$%)（+）$%.（+）-+

!&（) #% # $）
)！ ’).， （*/）

可得归一化常数 ,)*$
为

,)*$
!

&$)*！

& )* # $ #( )! *
&

% （*0）

于是，78+9:;<=>-=:方程的归一化束缚态波函数为
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分别由（&&）和（*0）式给出 %

* C D9>E@方程的束缚态解

具有标量势 2（ !）与矢量势 3（ !）的 D9>E@ 方
程为
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式中" 为 FEG89 自旋矩阵 %在 FEG89;D9>E@ 表象中，
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于是有
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当标量势 $（ "）与矢量势 "（ "）相等时，方程（%&）
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由于 /,01)方程的上分量"（ "）满足的方程（%%）与方
程（%）相同，因而可用同样的方法求解 $相应的，/,01)
方程的束缚态波函数满足的能谱方程为
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%9 讨 论

本文提出了一种新的环状非球谐振子势，并在

标量势与矢量势相等条件下，获得了其 :;5,-<=*0>*-

方程和 /,01)方程的束缚态解 $ :;5,-<=*0>*-方程的

角向分量和径向分量分别满足超几何方程和合流超

几何方程，其解可以用超几何函数，合流超几何函数

或广义拉盖尔多项式表示，束缚态的能谱方程则由

径向波函数的束缚态边界条件得到 $对于 /,01) 方

程，采用了二分量的波函数退耦，退耦后的 /,01)方

程的上分量"（ "）满足的方程与 :;5,-<=*0>*-方程相

同，因而具有同样的能谱方程，并且能够用 :;5,-<

=*0>*-方程的解构造出 /,01)方程的旋量波函数 $各

种环状非球谐振子势的主要差别在于其环状势的不

同，具有不同环状势的环状非球谐振子势的%角向

分量一般满足不同形式的微分方程 $本文提出的环
状非球谐振子势的%角向分量满足的是超几何方

程，而已有讨论过的多属缔合勒让德方程 $环状势的

变化并不改变其径向分量满足的微分方程，因而各

种环状非球谐振子势都具有相同形式的能谱方程 $

由（&）式可以看出，当$ ! . 时，环状非球谐振子势

退化为通常的非球谐振子势，# ! . 时，环状非球谐

振子势退化为环状球谐振子势 $ 当$ !#! .时，环

状非球谐振子势退化为球谐振子势 $ 因而在标量势

与矢量势相等的条件下，对于非球谐振子势，环状球

谐振子势及球谐振子势的 :;5,-<=*0>*-方程和 /,01)

方程的讨论都可以作为环状非球谐振子势的特殊

情况 $
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