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针对一类同时具有状态时滞和输入时滞的时变不确定连续系统，研究了 !)保成本状态反馈控制器的设计，假

定其中的时变不确定性项是范数有界的，但不需要满足匹配条件 *通过构造广义 +,-./012函数和线性矩阵不等式
（+34）方法，给出了系统可 !)鲁棒镇定同时满足保性能指标的一个充分条件，仅通过求解一个相应的线性矩阵不

等式，就可得到鲁棒 !)保性能控制器使得闭环系统的一个保成本函数对所有允许的不确定参数有上界，并经过迭

代，通过求解凸优化问题得到最优鲁棒 !)保性能控制器 *最后用示例说明了该方法的有效性 *
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! = 引 言

系统控制理论目前有了很大的进展［!—’］*不确
定与时滞是物理系统中普遍存在的现象，如电力系

统和转盘系统［&，5］，是导致系统不稳定和性能恶化的

主要原因 *在过去的十几年来，不确定时滞系统的
!)控制和保成本控制问题，引起了人们的兴趣，有

不同的方法处理过这方面的问题［%—>］*在前几年
?9;--@9方程方法成为 !)控制分析与综合的一种普

遍方法［A—!!］，但求解 ?9;--@9方程时需要试凑调整一
些参数和矩阵，计算繁琐 *
最近，人们注意集中在用 +34方法对不确定连

续时滞系统设计 !)控制器和保成本控制器 *通过
参数化可将不确定连续时滞系统转化为确定连续系

统，利用 +34方法分别了设计 !)控制器及保成本

控制器［!#—!5］*但文献［!#—!5］都要求不确定参数满
足一个严格的匹配条件，实际系统很难满足这样的

条件 *近年来，控制系统的多目标设计方法已越来越
受到人们的重视［!%］*
在文献［A—!%］的基础上，本文考虑了比文献

［A—!5］更一般的不确定连续时滞系统的 !)控制

问题，并使系统满足一定的保成本指标 *本文的不确
定参数要求是有界的，但不需要满足匹配条件 *基于
+34方法和广义 +,-./012 函数，我们设计了一种
!)保成本鲁棒控制器 * 经过迭代，用 +34技术可求
解出 !)保成本控制器，进而，最优 !)鲁棒保成本

控制律可以用解一些凸优化问题被获得 *克服了文
献［A—!!］在计算方面的缺欠，适用范围比文献
［A—!5］更广，所以更有实际意义 *

# = 定义及问题描述

考虑下列系统

"·（ #）B（$ C!$）"（ #）
C（$! C!$!）"（ # D %!（ #））

C（& C!&）’（ #）
C（&! C!&!）’（ # D %#（ #））

C（&( C!&(）(（ #），

)（ #）B（* C!*）"（ #）
C（*! C!*!）"（ # D %!（ #））

C（+ C!+）’（ #）
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!（!" !!!"）"（ # # $$（ #））

!（!% !!!%）%（ #），

&（ #）%!（ #），# !［#"，&］， （"）
其中 &（ #）! ’( 是状态变量，"（ #）! ’) 是控制输

入，%（ #）!’* 是属于 +$［&，! ’）空间的干扰输入，

,（ #）!’- 是被调输出 ( .，."，/，/"，0，0"，!，!"，

/% 和 !% 分别是适当维数的常数矩阵，!.，!."，

!/，!/"，!0，!0"，!!，!!"，!/% 和!!% 分别是

不确定时值函数，它们表示了系统中随时间变化的

参数不确定性，$"（ #），$$（ #）是时变的，分别表示系
统的状态滞后和控制滞后，并满足 &" $"（ #）) ’，

&"$$（ #）) ’，$·"（ #）"# ) "，$·$（ #）"$) "，$"（&）%

%，$$（&）%&，!（ #）是初始条件，我们假定所有状态是可
测的 (假定系统的不确定性参数具有如下形式：

!. % 1" 2"（ #）3"，

!/ % 1$ 2$（ #）3$，

!." % 1* 2*（ #）3*，

!/" % 1+ 2+（ #）3+，

!/% % 1, 2,（ #）3,，

!0 % 1- 2-（ #）3-，

!! % 1. 2.（ #）3.，

!0" % 1/ 2/（ #）3/，

!!" % 10 20（ #）30，

!!% % 1"& 2"&（ #）3"&， （$）
其中 14，34（ 4 % "，$，⋯，"&）是已知的适当维数的常
数矩阵，24（ #）!’54 1 64是满足下述不等式约束的未

知函数矩阵，

22
4（ #）24（ #）# 764，4 % "，$，⋯，"&， （*）

24（ #）的每个元素是 34546784 可测的，4 % "，$，⋯，

"& (
系统（"）在控制律 " % 8&（ #）作用下的闭环系

统为

&·（ #）% .9&（ #）! .9" &（ # # $"（ #））

! /9" 8&（ # # $$（ #））! /9%%（ #），

,（ #）% 09&（ #）! 09" &（ # # $"（ #））

! !9" 8&（ # # $$（ #））! !9%%（ #），

&（ #）%!（ #），# !［#"，&］，

（+）

其中

.9 %（. !!.）!（/ !!/）8，

.9" % ." !!."，

/9" % /" !!/"，

/9% % /% !!/%，

09 %（0 !!0）!（! !!!）8，

09" % 0" !!0"，

!9" % !" !!!"，

!9% % !% !!!% (
系统的性能指标定义为

: %$
’

&
［&2（ #）;&（ #）! "2（ #）’"（ #）］9 #，（,）

其中 ; 和 ’ 是给定的对称正定加权矩阵 (
定义 ! 对于给定的常数’ : &，对称正定矩阵

; 和 ’，状态反馈控制律 "（ #）% 8&（ #）称为系统（"）
的 3’保成本控制律，如果对所有满足（*）式的参数
不确定性，以下条件成立：

"）在 %（ #）% &时，闭环系统（+）是渐近稳定的；
$）在零初始条件下，被调输出 ,（ #）满足

% ,（ #）%$"’%%（ #）%$，其中%·%$ 表示 +$［&，

! ’）中的标准范数；
*）在 %（ #）% & 条件下，闭环系统（+）的性能指

标（,）是有界的 (
引理 !（;<=8>补） 对于给定的对称矩阵( %

("" ("$

($" (
[ ]

$$

，其中(""，($$是对称负定矩阵，则以下

三个条件是等价的：

"）( ) &；
$）("" ) &，($$ #($"( # "

"" ("$ ) &；

*）($$ ) &，("" #("$( # "
$$ ($" ) & (

引理 "［".］ 已知矩阵 <，= 和;，其中 < 是对称
矩阵，以下不等式

< ! =2（)）* !（=2（)）*）2 ) &
对所有满足 22（)）2（)）" 7 的2（)）成立，当且仅当
存在标量+: &，使得

< !+==2 ! "
+*

2* ) &(

本文的目的是设计一个无记忆状态反馈鲁棒

3’保成本控制律 "（ #）% 8&（ #），并获得最优解 (

* ? 主要结果

定理 ! 对给定的常数’ : &和性能指标（,），
系统（"）存在’@次优 3’ 保性能控制律 "（ #）%
8&（ #）的一个充分条件是存在对称正定矩阵 >，?"

和 ?$ 使得对所有允许的参数不确定性（*），以下矩
阵不等式成立：
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! "#$ "%$& "%$’ (!
$

#!
$" "（# "!）)# $ $ (!

$&

%!
$&" $ "（# ""）)% $ *!

$&

%!
$’" $ $ "#% +, *!

$’

($ ($& *$& *$’ +

















-

& $， （’）

其中 ! ( #!
$" ) "#$ ) )# ) .! )% . ) / ) .! 0. *

证明 如果存在正定矩阵 "，)# 和 )% 使不等

式（’）成立 *对系统（#）采用控制律 1（ 2）( .3（ 2）时
的相应闭环系统（+）构造一个广义 ,-./0123函数：

4（3（ 2））( 3!（ 2）"3（ 2）

)!
2

2" 5#（ 2）
3!（$）)# 3（$）4$

)!
2

2" 5%（ 2）
3!（$）.! )% .3（$）4$，（5）

则 4（3（ 2））是正定的，在 ’（ 2）( $时，4（ 3（ 2））对
时间的导数满足

64（3（2））( 3!（2）（#!
$" ) "#$）3（2）

) %3!（2）"#$# 3（2 " 5#（2））

) %3!（2）"%$# 3（2 " 5%（2））

) 3!（2）)# 3（2）" 3!（2 " 5#（2））

6 )# 3（2 " 5#（2））（# " 5·#（2））

) 3!（2）.! )%.3（2）" 3!（2 " 5%（2））.!

6 )%.3（2 " 5%（2））（# " 5·%（2））

"3!（2）（#!
$" ) "#$）3（2）

) %3!（2）"#$# 3（2 " 5#（2））

) %3!（2）"%$# 3（2 " 5%（2））

) 37（2）)# 3（2）" 3!（2 " 5#（2））

6 )# 3（2 " 5#（2））（# "!）

) 3!（2）.! )%.3（2）" 3!（2 " 5%（2））.!

6 )%.3（2 " 5%（2））（# ""）

(

3（2）
3（2 " 5#（2））

.3（2 " 5%（2









））

!

6

! " / " .!0. "#$# "%$#

#!
$#" "（# " 8）)# $

%!
$#" $ "（# ""）)











%

6

3（ 2）
3（ 2 " 5#（ 2））

.3（ 2 " 5%（ 2









））
*

由矩阵不等式（’）可得，对所有允许的不确定性
（7）有

64（3（ 2））& " 3（ 2）（/ ) .!0.）3（ 2）

""%891（/ ) .!0.）#3（ 2）#% & $，（:）

其中%891（·）表示矩阵（·）的最小特征值 *由 ,-./0123
稳定性理论，闭环系统（+）是渐近稳定的 *进而，由不
等式（:）得到

" 64（ 2）; 3（ 2）（/ ) .! 0.）3（ 2）* （<）
（<）式两边分别对 2 从 $到=积分，并利用系统
的稳定性可得

9 "&
!（$）"&（$）

)!
$

"%
&

!（$）)#&（$）5$

)!
$

"’
&

!（$）.! )% .&（$）4$* （#$）

这就说明 1（ 2）( .3（ 2）是系统（#）的一个保性能控
制律 *
由系统（+）的渐近稳定性，进而，对任意的 ’（ 2）

$:%［$，=），
64（3（ 2））) ;!（ 2）;（ 2）" <% ’!（ 2）’（ 2）

"

3（ 2）
3（ 2 " 5#（ 2））

.3（ 2 " 5%（ 2））

’（ 2











）

!

［=# ) =!
% =%］

6

3（ 2）
3（ 2 " 5#（ 2））

.3（ 2 " 5%（ 2））

’（ 2











）

，

其中
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!! "

" # # # $$ %$ &’(! &)(! &)(*

’$
(! & #（! #!）+! % %

)$
(! & % #（! #"）+& %

)$
(*& % % ##& ,













-

，

!& "［.( .(! /(! /(*］’

应用引理 !（()*+, 补），从矩阵不等式（-）可
推出

01（2（ 3））. 4$（ 3）4（ 3）##& *$（ 3）*（ 3）/ %，! 3 " %’
由零初始条件，可得

#
0

%
4$（ 3）4（ 3）##&#

0

%
*$（ 3）*（ 3）/ # 1（0）$ % ’

因此，对任意 *（ 3）%5&［%，0），即得不等式

& 4（ 3）&& $#&*（ 3）&& ’
证毕 ’

定理 ! 对给定的常数# 1 % 和系统性能指标

6，如果存在正常数$和对称正定阵 7，8，9 以及矩

阵:，使得下面的 234成立：

9! 9& 95

9$
! #$,; %

9$
5 % 9













6

/ %， （!!）

其中

9! "

% ’! 8 )! 9 )* （.7 . /:）$

8’$
! #（! #!）8 % % 8.$

!

9)$
! % #（! #"）9 % 9/$

!

)$
* % % ##& ,- /$

*

.7 . /: .! 8 /! 9 /* # ,< .$’
!%

= " -
>=>$



















=

，

9& "

7?$
! :$?$

& % % % 7?$
- :$?$

7 % % %

% % 8?$
5 % % % % 8?$

8 % %

% % % 9?$
6 % % % % 9?$

9 %

% % % % ?$
: % % % % ?$

!%















% % % % % % % % % %

，

95 "

7 :$ 7 :$

% % % %
% % % %
% % % %















% % % %

，

96 "

# 8 % % %
% # 9 % %
% % # # #! %
% % % # % #











!

’

这里 9! 中的% " ’7 . ): .（’7 . ):）$ .$’
:

= " !
>=>$

= ’进而，如果线性矩阵不等式（!!）有可行解$，7，8，

9，:，则
@（ 3）" :7 #! 2（ 3）

是系统（!）的一个状态反馈控制律，相应的性能指标满足
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! !!
!（"）" #$

!（"）%"
"

#"
!

!（#）# #$
!（#）&# %"

"

#$
!

!（#）$! % #$ $!（#）&#’ （$(）

证明 不等式（)）可写成
&$ ’($ ’)$ ’)* （+ % ,$）!

(!
$ ’ #（$ #%）-$ " " +!

$

)!
$ ’ " #（$ #&）-( " ,!

$

)!
*’ " " #’( ./ ,!

*

+ % ,$ +$ ,$ ,* # .

















0

%

（!( %!)$）! ’ % ’（!( %!)$） ’!($ ’!)$ ’!)* （!+ %!,$）!

!(!
$ ’ " " " !+!

$

!)!
$ ’ " " " !,!

$

!)!
*’ " " " !,!

*

!+ %!,$ !+$ !,$ !,*

















"

*

&$ ’($ ’)$ ’)* （+ % ,$）!

(!
$ ’ #（$ #%）-$ " " +!

$

)!
$ ’ " #（$ #&）-( " ,!

$

)!
*’ " " #’( ./ ,!

*

+ % ,$ +$ ,$ ,* # .

















0

% 1$ 1( 1+ % 1!
+ 1!

( 1!
$ , "，

其中

&$ *（( % )$）! ’ % ’（( % )$）% -$ % $! -( $ % 2 % $! 3$，

1$ *

’4$ ’4( ’4+ ’4- ’4. " " " " "
" " " " " " " " " "
" " " " " " " " " "
" " " " " " " " " "
" " " " " 4) 4/ 40 41 4















$"

，

1( * &234（5$（ 6），5(（ 6），5+（ 6），5-（ 6），5.（ 6），5)（ 6），5/（ 6），50（ 6），51（ 6），5$"（ 6）），

1+ *

7$ " " " "
7( $ " " " "
" 7+ " " "
" " 7- " "
" " " 7. "
7) " " " "
7/ $ " " " "
" 70 " " "
" " 71 " "
" " " 7$"































"

’

由引理 ( 再根据引理 $，上式对所有允许的不确定性（+）成立，当且仅当存在标量(，使得
8$ 8(

8!
( #(.[ ]

9
, "， （$+）

其中
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!! "

"! #!!
$

# " !
$%#%%

#$ $&! $’! $’( （) # *+）%

&%
! $ &（! &"）,! ’ ’ )%

!

’%
! $ ’ &（! &#）,( ’ *%

!

’%
($ ’ ’ &$( -. *%

(

) # *+ )! *! *( & -/ #!!
!’

# " )
%#%%























#

，

!( "

0%
! （0( +）% ’ ’ ’ 0%

) （0* +）% ’ ’ ’

’ ’ 0%
+ ’ ’ ’ ’ 0%

, ’ ’

’ ’ ’ 0%
- ’ ’ ’ ’ 0%

. ’

’ ’ ’ ’ 0%
$ ’ ’ ’ ’ 0%

!’















’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’

/

对以上不等式左乘和右乘矩阵

$ &!

, &!
!

, &!
(

-.
-/

-



















1

，

并记 2 " $ & !，3 " +$ & !，4 " , & !
! ，5 " , & !

( ，再应用

矩阵的 01234补性质即引理 !，可得不等式（!!）/进
而，如果不等式（!!）有一个可行解!，2，4，5，以及
矩阵 3，则 6（ 7）" 32 & ! 8（ 7）是系统的一个状态反
馈鲁棒保成本控制律，相应的闭环系统性能指标的

上界是

9 "%
%（’）2 &!

%（’）

##
’

&&
%

%（’）4 &!
%（’）5’

##
’

&(
%

%（’）+% 5 &! +%（’）5’/

（!(）式给出的系统性能指标上界依赖于线性矩
阵不等式的可行解，线性矩阵不等式（!!）的不同可
行解导出不同的系统性能指标上界 /显然，最小性能
上界是刻划系统鲁棒性能的一个有意义的指标 /对
于给定的$，以下通过建立和求解一个最优化问题
可以得到这样一个闭环性能上界最小的最优 06保

成本控制律

789$9 " : # %4:1;（;!）# %4:1;（;(） （!-）
（!）（!!）式；

（"）
& : %

%（’）

%（’） &[ ]2
< ’；

（#）
& ;! !%

!

!! &[ ]4
< ’；

（$）

& ;( & !%
( 2&!!( ’ ’ !%

(

’ & 5 & 32&!3% ’ 3
’ ’ & - ’
!( 35 ’ &











2

< ’/

其中#
’

&&
%（’）%

%（’）5’ " !! !%
!，#

’

&(
%（’）%

%（’）5’

" !( !%
( / 事实上，由

#
’

&&
%

%（’）4 &!
%（’）5’

"#
’

&&
%4:1;（%

%（’）4 &!
%（’））5’

" %4:1;（!! !%
! 4 &!）

" %4:1;（!%
! 4 &! !!），

可得问题（!-）中的约束条件（"）等价于%
%（’）2 & !

=%（’）< :，约束条件（#）等价于 !%
! 4 & ! !! < ;! /

而由于

#
’

&(
%

%（’）+% 5 &! +%（’）5’

"#
’

&(
%4:1;（%

%（’）+% 5 &! +%（’））5’

" %4:1;（!( !%
( 2 &! 35 &! 32 &!）

" %4:1;（!%
( 2 &! 3% 5 &! 32 &! !(），

则约束条件（$）等价于 !%
( 2 & ! 3% 5 & ! 32 & ! !( <
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!!，这是因为 ""
! # # $ $" % # $ $# # $ "! % !! 等价于

# !! ""
! # # $$"

$# # $ "! #[ ]%
% &，即

# !! # ""
! # #$ "! &

& # % # $# #$$[ ]"

’
& ""

!

&
[ ]

$
# #$ &
& # #[ ]$

& &
"! $[ ]" % & (

从而得到条件（!）(可以看到条件（!）是非线性的，
我们可以进行适当的放缩，令 ""

! # # $ "! % !)，

$# # $$" % !*，则从条件（!）可以推出

# !! # !) & & ""
!

& # % # !* & $
& & # & &
"! $% & #











#

% &(（$+）

但是把（$+）式作为一个约束条件时，运算结果
很有可能出现 !! 很小而且是负定的，这与 !! 是正

半定的相矛盾，因此我们把 !! , &作为另一个约束
条件 (从而问题（$*）转化成为如下的一个凸优化问
题 (可以应用 -./工具箱中的求解器 01234 求解该
问题，即

012!’ 5 ( ’ "6738（!$）’ "6738（!!）， （$9）

: ( ; (（"），（#），（$）为（$*）中的（"），
（#），（$），（!）（$+），（%）# !! % & (
但是如果把 !) 和 !* 看成自由量，那么运算结

果会出现 !) 和 !* 很大，而 !! 很小，以至于

""
! # # $$" % # $$# # $ "! , !!，这 与 ""

! # # $ $" % # $

$# # $ "! % !! 矛盾 (因此我们要对 !) 和 !* 进行约

束，使得 ""
! # # $ "! % !)，$# # $ $" % !*，""

! # # $

$" % # $$# # $ "! % !! 同时满足 (
下面给出算法步骤：

步骤 ! 对 !) 和 !* 取适当的初值，通过应用

-./工具箱中的求解器 01234 求解问题（$9），得到
""

! # # $ "!，$# # $ $" 和 ""
! # # $ $" % # $ $# # $ "!

的值 (
步骤 " 比较 ""

! # # $ "! 和 !)，$# # $ $" 和 !*，

""
! # # $$" % # $ $# # $ "! 和 !) 的值，如果同时满足

""
! # #$"!"!)，$# #$ $""!*，""

! # #$ $" % #$ $# #$ "!

% !!，则 !) 和 !* 为合理取值 (如果不同时满足

""
! # #$"! % !)，$# #$ $" % !*，""

! # #$ $" % #$ $# #$ "!

% !!，转到步骤 ) (
步骤 # 取 !) 为大于步骤 $求得的 ""

! # # $ "!

近似值，近似值的取法可根据实际的需要，比如我们

可以这样令 !) 5 ""
! # # $ "! ’!$ &，其中 ""

! # # $ "! 为

步骤 $所求得的值、!$ 为任意的正常数 (因为目标
函数中有 "6738（!!）这一项，所以 !) 的取值对 !!

的影响最大，而对其他的影响不大，也就是说不管

!) 和 !* 取何值，所求得的 ""
! # # $ "!，$# # $ $" 和

""
! # # $$" % # $$# # $ "! 基本上变化不大，经过多次

实验也证明了这一点 ( 所以我们就在取 !) 比

""
! # # $ "! 大的基础上，又使得 !) 不要太大，这样就

能基本保证下次求得的 ""
! # # $ "! % !) 和 ""

! # # $

$" % # $$# # $ "! % !!，所以取 !) 5 ""
! # # $ "! ’!$ &

是合理的 (在本文中我们取!$ 5 &<$，同理取 !*，转

到步骤 $ (

* < 数值例子

考虑不确定连续时滞系统（$），

) 5
& $
&<! #[ ]&<!

，

)$ 5
# &<! &<$
#[ ]&<) &

，

* 5
&<![ ]$
，*$ 5

&<!
#[ ]&<!
，

*+ 5
&<$
#[ ]&<$
，

, 5［$ &］，,$ 5［&<! # &<!］，

- 5 $，-$ 5 -+ 5 &<$，

.$ 5
&<$[ ]&<$

，.! 5
&<$[ ]&
，

.) 5
&<$[ ]&<!

，.* 5 .+ 5
&<$[ ]&<$
，

.9 5 .= 5 &<$，.> 5 &<&!，

.? 5 &<&$，.$& 5 &<$，

/$ 5
&<$[ ]&<$

，/! 5 &<$，

/) 5
&<$[ ]&<$

，/* 5 &<&!，

/+ 5 &<&$，/9 5［&<$ &<$］，

/= 5 &<$，/> 5［&<$$ &<$］，

/? 5 &<!，/$& 5 &<$ (
给定的"5 &<>，#5 &<9，$5 &<!，!5 $，%5 &<+，

性能指标（+）中的加权矩阵 0 5 &!，1 5 &<!，系统的
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初始条件是

!（ !）!
""（ !）

"#（
[ ]!

!
"
$ #!%"






&
，! !［’ "，&］(

可得

!（&）!
"
$ #






&
"

&)*+,*[ ]&
，

$" "
&)$$*, &[ ]& &

，

$# "
&)-.#" &[ ]& &

(

选取 %- !
"& &[ ]& ,
，%$ ! $，我们取"" ! &)"，迭

代 "次取得

%- !
").-/- &[ ]& &)"

，%$ ! ")"-#- (

通过应用 012工具箱中的求解器 34567求解问
题（"*）最优解是

& !
&)"-/& ’ &)"&$-
’[ ]&)"&$- &)#&*/

，

’ !
&)-"-$ &)"$&+
’[ ]&)"$&+ &),*+,

，

%" !
&)*."+ &[ ]& &)&&&&

，

%# !
&).-&, &[ ]& &)&&&&

，

( !［’ &)&,+, ’ &)#-++］，) ! &)*./&，
* ! /)*"&/，# ! &)#-$& (
利用优化问题的这个可行解，可以构造出所考

虑系统的最优 +8保成本控制律

,（ !）!［’ #)*$++ ’ #)$../］"（ !）(
相应的闭环性能指标上界#- ! +)"#-" (

/ ) 结 论

本文讨论了一类同时具有状态时滞和输入时滞

的时变不确定时滞连续系统的 +8保成本状态反馈

控制的问题，假定其中的时变不确定性参数是范数

有界的，但不需要满足匹配条件 (提出了确保系统可
+8鲁棒镇定，同时满足保成本指标的一个充分条

件 (还提出了鲁棒 +8保成本控制器的一个设计方

法使得闭环系统的一个保成本函数对所有允许的不

确定参数有上界，经过适当的放缩，最优鲁棒 +8保

成本控制律问题可以转化为一个凸优化问题，并经

过简单的迭代，可得到鲁棒 +8保成本控制律的最

优解 (
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