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找到一个合适的代换———三角函数法，将非线性 *+,--./0-1 微分方程转换为非线性代数方程组 2用吴消元法求

解该非线性代数方程组，从而获得一般形式 *+,--./0-1 微分方程的广义孤子解 2
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! 6 引 言

物理现象在本质上应是非线性的，而线性规律

仅是物理世界的近似描写 2事实上，非线性问题与物

理学相伴而生，开普勒对天体轨迹的研究就是对非

线性问题探索之发端 2 "$ 世纪初，非线性问题在物

理学中似乎被冷漠 2有人认为非线性问题仅是数学

问题，但很快被察觉这种观点不仅是短视的，也是片

面的 2近 "$ 年来的科技进展表明，非线性问题已不

是物理学中的个别特殊现象，它已渗透到力学、热

学、电学、声学、原子物理和粒子物理等物理学的各

个领域［!—!(］2
*+,--./0-1 方程是一种能够描述规则波和不规

则波在复杂地形上发生浅化、折射、绕射和反射效应

相当有效的数学模型，可分为经典（标准）*+,--./0-1
方程、低阶 *+,--./0-1 方程和高阶 *+,--./0-1 方程 2
各种 *+,--./0-1 方程均在一定程度上考虑了波浪的

非线性效应和频散效应，因此能够反映不同频率分

量间的能量输运、波形变化和波群演化 2
*+,--./0-1 于 !%&! 年提出了著名的 *+,--./0-1

理论，在该理论中考虑了自由面曲率对浅水长波流

动的影响 2经过 !$$ 多年的发展，该理论取得了长足

发展，已被推广用于深水短波的研究，并且已成为模

拟近岸区波浪运动的强有力工具 2 第一个考虑变水

深 地 形 并 得 到 较 好 应 用 的 *+,--./0-1 方 程 是

7089:8./0 于 !4(& 年提出来的，后人称其为经典或标

准的 *+,--./0-1 方程 2在随后的 "$ 多年时间内，许多

学者应用该方程或其改进形式研究了浅水中的长

波、短波以及波流的作用 2

" 6 非线性 *+,--./0-1 微分方程的求解

,-.- 化简 !"#$$%&’$( 方程

当前可以解非线性微分方程的方法很多，但一

般只能得到近似解，得到精确解的数目有限 2在本文

中，我们将采用一种全新的方法———吴消元法，以获

得非线性 *+,--./0-1 微分方程的孤子解 2
一般 形 式 的 非 线 性 *+,--./0-1 微 分 方 程［"，!&］

如下：
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对!再取一次积分，有

（ !! " !!#）" ""
$! "
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! "#"
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!"!" 将 #$%&&’()&* 微分方程转换为非线性代数方

程组

对（’）式，取积分常数 # 为零，并设［()］
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利用平衡法［()］，平衡（’）式中的最高次幂 "! 与

" 的最高阶导数幂，有 $ * ! % !$，得 $ % !&（’）式

的解为
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为了简化计算，使得出的方程数目最少，现将
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设（#0）式 中 %&’. #"，()%. #"，%&’# #"，()%# #"，

%&’" #"，%&’* #"，()%* #"，%&’, #"，()%#"%&’#" 的系数为

零，可得到如下一组系数方程：
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!"#" 求解系数方程组

利用吴消元法和数学专业软件 12345 可求得

（#+）式的四组解 /第一组解如下：
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!"$" %&’(()*+(, 方程解的分析

在以上求得的四组解中，第一组解和第二组解

是平庸的，不符合要求，故舍去 /将第三组解代入（8）

式，得
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方程（+）的一般解为
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这里$. 为积分常数 /将（#<）式和$- & $ $’ 分别代

入（#8），（#9）式，得
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12 结 论

本文采用三角函数法和吴消元法求解非线性

345,6$-,7 微分方程，得到了两个新的精确解（广义孤

子解），并且将它们代入（*）式利用 8#"%-9#"6.# 进行

了验证 0（&)）和（&*）式的第二项称为冲击波，第三项

称为孤子，这两式为广义孤子解 0
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