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对 ()*+,-系统添加一个非线性控制器，使之构成四维超混沌 ()*+,-系统 .利用分岔图、(/012,)3指数谱及相图
分析方法，研究了超混沌 ()*+,-系统的运动规律 .数值模拟结果表明：新引入参数处于不同取值范围时，超混沌
()*+,-系统可以分别呈现收敛、发散、周期、混沌及超混沌动力学行为 .
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!国家自然科学基金（批准号：#$45’"5%）和辽宁省教育厅高等学校科学技术研究项目（批准号：%$$&$$6"）资助的课题 .
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" C 引 言

DEFF;+*给出了超混沌的概念，并提出了超混沌
DEFF;+* 系统［"］. 由于超混沌系统有多个正的
(/012,)3指数，系统的动态行为更加难以预测，因此
在保密通信方面比一般的混沌系统具有更高的使用

价值，受到了科研工作者的普遍关注［%］.近年来，人
们对这一领域进行了广泛深入地研究［’，&］，在理论

和实践方面取得了许多成果 .如 GH+,等在 GH+,系
统的基础上提出了超混沌 GH+, 系统［4］；(I 等基于
(I系统提出了超混沌 (I 系统［#］；J:K);)3等提出了
变形超混沌 DEFF;+*系统［5］；L0)等以另一种方法使
GH+,系统产生了超混沌［6］.针对超混沌系统的同
步，追踪控制及保密通信方面，人们也做了大量的研

究工作，提出了一系列解决方案［M—"#］.在上述研究的
基础上，本文对 ()*+,-系统添加一个非线性控制器
使之产生超混沌行为，并利用分岔图、(/012,)3指数
谱及相图分析了新引入参数处于不同取值范围时超

混沌 ()*+,-系统的动力学特征 .

% .超混沌 ()*+,-系统的设计

()*+,-系统［"5］可表示为如下方程：
!·N "（# O !），

#·N $! O # O !%，

%·N !# O &%， （"）
当 " N "$，& N 6P’和 $ N %6时，()*+,-系统处于混沌
状态，其混沌吸引子在各平面投影如图 "所示 .
在系统（"）第一个方程中引入非线性控制器 ’，

令 ’ 的变化率为 ’· N O #% Q (’，则产生的新系统为
!·N "（# O !）Q ’，

#·N $! O # O !%，

%·N !# O &%，

’·N O #% Q (’ .

（%）

产生超混沌吸引子要满足几个必要条件：具有耗散

结构，方程的维数不少于四，系统至少有两个增强不

稳定因素的方程且这两个方程至少有一个含非线性

项 .系统（%）中 ( 为新引入的控制参数，仍令 " N "$，
& N 6P’和 $ N %6，只有当

!

) N"!·

"! Q"#·

"# Q"%·

"% Q"’·

"’
N O "$ O " O 6P’ Q ( N ( O "’.##5 R $

才能满足耗散结构从而产生混沌吸引子，因此理论

上 ( 的最大上限为 "’C##5 .尝试对 ( 取零附近的值
以减 小 其 对 原 系 统 耗 散 性 的 影 响，应 用

D090F2S*090,:0,等提出的计算微分方程组 (/01),)3
指数谱的方法［"6］，作者得到当 ( N O " 时，系统（%）
的 (/012,)3指数为!" N $C’’6"，!% N $C"46#，!’ N $
和!& N O "4C"54%，可见，此时系统（%）产生了超混沌

运动，对应的吸引子在各平面上的投影如图 %所示 .
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图 ! "#$%&’吸引子在各平面上的投影

图 ( ! ) * !时，系统（(）的超混沌吸引子在各平面上的投影

+ ,超混沌 "#$%&’系统的动力学分析

对系统（(）而言，! - .时，若 ! 越大，则系统中
的驱动力就越大，系统不稳定因素就会增大；反之，!
/ .时，若 ! 越大，则系统中的耗散力就越大，系统
稳定因素将得到增强 ,对 ! 取零附近的值进行数值
模拟时，当 ! - .0!1时系统（(）将很快发散 ,对 ! 取
距离零稍远的负值，这时系统（(）会收敛于稳定平衡
点 ,仿真结果如图 +所示 ,
由图 +可见，有时需要很长时间系统（(）才最终

稳定于平衡点 ,通过模拟系统（(）的长期运动行为得
出：当 ! / * 203+时，系统（(）将最终收敛于某个平
衡点 ,

为研究系统（(）的动力学行为随 ! 值的变化情
况，取 * 203+! !!.0!1，做出分岔图 3 , "456表示在

每个不稳定周期（或稳定周期）中 # 的峰值，当系统
做周期运动时，对应同一个 ! 值 "456只能取到一个

或有限几个值；而系统在混沌状态时，对应同一个 !
值 "456能取到无数个值 ,应用 754589:$545&;5&等提

出的计算微分方程组 "<5=#&#>指数谱的方法［!?］，得
出 * 203+! !!.0!1 时系统（(）"<5=9&#> 指数谱如
图 @所示 ,
根据图 3和 @及先前的判定结果，针对处于交

界区域的 ! 值，对系统（(）的 "<5=#&#>指数做了较为
精确的数值计算，得出如下结论：当 ! / * 203+ 时，
系统（(）最终收敛于稳定平衡点；当 * 203+! !!
* +0(!时，!! - .，!( ) .，!+ / .，!3 / .，系统（(）处于
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混沌状态；当 ! "#$% & !! ! %#’$时，!% ( )，!$ & )，

!" & )，!* & )，系统（$）处于周期运动状态；当 ! %#’$
& !! ! )#)+ 时，!% , )，!$ , )，!" ( )，!* & )，系统

（$）处于超混沌状态；当 ! )#)+ & !!)#%-时，!% , )，

!$ ( )，!" & )，!* & )，系统（$）处于混沌状态；当 ! ,
)#%-时，系统（$）将发散 .

图 " 系统（$）收敛于稳定平衡点 （/）! ( ! %’；（0）! ( ! %)；（1）! ( ! +#’

图 * ! +.*"!2!).%-时，系统（$）的分岔图

图 ’ ! +.*"!2!) .%-时，系统（$）的 34/56789指数谱

* . 针对典型 ! 值进行数值仿真

%）当 ! +#*"! !! ! "#$%时，取不同的 ! 值计算

系统（$）的 34/56789 指数为：! ( ! +#*" 时，!% (
)#--:-；!$ ( )，!" ( ! *#;’*%，!* ( ! %+#)*’*；! (
! ’#-%时，!% ( )#--%"，!$ ( )，!" ( ! *#%%:*，!* (
! %+#)’)$；! ( ! *#;: 时，!% ( )#++’;，!$ ( )，!" (
! "#$$$;，!* ( ! %+#)$*)；! ( ! *#)+ 时，!% (
)#*-)%，!$ ( )，!" ( ! $#$;+%，!* ( ! %’#:""$；! (
! "#$%时，!% ( )#))%+，!$ ( )，!" ( ! %#$:’-，!* (
! %’#’:+$ . ! ( ! *#;: 时，系统（$）的吸引子在各平
面上的投影如图 +所示 .可见当 ! +#*"! !! ! "#$%
时，系统（$）处于混沌状态 .

$）当 ! "#$% & !! ! %#’$时，取不同的 ! 值计算
系统（$）的 34/56789 指数为：! ( ! "#$) 时，!% ( )，

!$ ( ! )#))"%，!" ( ! %#$;’-，!* ( ! %’#’:"-；! (
! $#-:时，!% ( )，!$ ( ! )#):$*，!" ( ! )#;;+-，!* (
! %’#*:);；! ( ! $#"-时，!% ( )，!$ ( ! )#$$$+，!" (
! )#**$*，!* ( ! %’#";-’；! ( ! %#:’ 时，!% ( )，!$

( ! )#%-":，!" ( ! )#%-’+，!* ( ! %’#$;$$；! (
! %#’$时，!% ( )，!$ ( ! )#)%%%，!" ( ! )#)%%"，!* (
! %’#%-:’ .取 ! ( ! $#"-时，系统（$）的吸引子在各
平面上的投影如图 - 所示 .可见当 ! "#$% & !!
! %#’$时，系统（$）做周期运动 .

"）当 ! %#’$ & !!)#)+时，取不同的 ! 值计算系
统（$）的 34/56789 指数为：! ( ! %#’% 时，!% (
)#%::-，!$ ( )#)$-%，!" ( )，!* ( ! %’#*%-+；! (
! %#%’时，!% ( )#$:-;，!$ ( )#%%-+，!" ( )，!* (
! %’#$*";；! ( ! )#-: 时，!% ( )#*$)%，!$ ( )#$);;，

!" ( )，!* ( ! %’#):;$；! ( ! )#*" 时，!% ( )#’;"-，

!$ ( )#%:-*，!" ( )，!* ( ! %*#;;;;；! ( ! )#)+ 时，
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图 ! ! " # $%&’时，系统（(）的动力学行为分析 （)）吸引子在 "*# 平面上的投影；（+）吸引子在

#* $ 平面上的投影；（,）吸引子在 "* $ 平面上的投影；（-）吸引子在 #*%平面上的投影

图 . ! " # (%/.时，系统（(）的动力学行为分析 （)）吸引子在 "*# 平面上的投影；（+）吸引子在

#* $ 平面上的投影；（,）吸引子在 "* $ 平面上的投影；（-）吸引子在 #*%平面上的投影

!0 " 12.’.’，!( " 121/(.，!/ " 1，!$ " # 0$23/’& %取 !
" # 12.’时，系统（(）的吸引子在各平面上的投影

如图 &所示 %可见当 # 023( 4 !! # 121!时，系统（(）
处于超混沌状态 %
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!）当 " #$#% & !!#$’(时，取不同的 ! 值计算系
统（)）的 *+,-./01 指数为：! 2 " #$#3 时，!’ 2
#$4##!，!) 2 #，!5 2 " #$#!#’，!! 2 " ’!$3)!6；! 2
#$#’ 时，!’ 2 #$4#(5，!) 2 #，!5 2 " #$#%6’，!! 2
" ’!$!5’%；! 2 #$#%，!’ 2 #$4)#!，!) 2 #，!5 2

" #$#4%6，!! 2 " ’!$5%%(；! 2 #$’’，!’ 2 #$453’，!) 2
#，!5 2 " #$’)6!，!! 2 " ’!$)444；! 2 #$’( 时，!’ 2
#$(63)，!) 2 #，!5 2 " #$)’5#，!! 2 " ’!$#46%7取 ! 2
#$’’时，系统（)）的吸引子在各平面上的投影如图 6
所示 7可见当 " #$#% & !!#$’(时，系统（)）是混沌的 7

图 4 ! 2 " #7(6时，系统（)）的动力学行为分析 （,）吸引子在 " " # 平面上的投影；（8）吸引子

在 # " $ 平面上的投影；（9）吸引子在 " " $ 平面上的投影；（:）吸引子在 # " %平面上的投影

图 6 ! 2 #7’’时，系统（)）的动力学行为分析 （,）吸引子在 " " # 平面上的投影；（8）吸引子在

# " $ 平面上的投影；（9）吸引子在 " " $ 平面上的投影；（:）吸引子在 # " %平面上的投影
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!" 结 论

本文基于 #$%&’(系统提出了一个新的四维超混
沌 #$%&’(系统，研究了新引入参数取不同值时超混
沌 #$%&’(系统的运动情况，给出可令超混沌 #$%&’(

系统分别处于收敛、发散、周期、混沌及超混沌状态

的参数的取值范围 )通过分岔图、#*+,-’$.指数谱及
相图的数值仿真，验证了超混沌 #$%&’(系统的运动
规律 )本文中的理论及分析方法具有普适性，对于其
他低维混沌系统产生超混沌运动具有一定启示

意义 )
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