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构造出了一族量子纠错码，这族码具有参数［［!，! & $"，" ’ "］］#，是 # 维量子系统上的码，# 是任意素数的幂 (
这族码的最小距离达到了理论上限，因此，以码距来说，它是最优的 (证明了当 $!!! # 或者 #$ & # ’ $!!! #$ 时，
码都是存在的 (
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" < 引 言

量子计算［"，$］技术因其强大的计算能力，近十几

年来，引起了人们极大的兴趣 (但是，在实际构建量
子计算机或者量子通信设备的过程中，不可避免的

就会遇到差错问题 (存储在设备中的或在信道中传
输的量子比特会因为噪声或环境的作用而发生差

错，严重时就会导致计算和通信的失败 (近年来发展
起来的量子纠错编码技术能够比较有效地解决这

一难题 (它的基本思想是将 " 位量子比特嵌入到
!（ = "）位量子比特中，以达到对量子信息的保护 (
迄今为止，许多种量子纠错码以及相关理论已经被

发现和提出［9—>］(
本文利用经典 )*+*,-./0*1 2**1345.565+码，构造

出了一族量子码，这是一族量子 784码，因此是最
优的量子码 (第二节给出了本文所需的预备知识；第
三节是本文的主要工作，首先证明了一个引理，然后

借助它构造出量子码；最后对所构造的量子码进行

了分析和评价 (

$ < 基础知识

为了文章的完整性，本节介绍一些相关的基础

知识 (
在本文中，用［［ !，"，$］］# 来表示一个量子纠

错码，它将 " 位 # 维量子系统编码为 ! 位 # 维量子
系统，码距为 $，其中 # 是素数的幂 (

给定 )?（#$）上的两个向量 ! @（ %"，%$，⋯，%!）
和 " @（&"，&$，⋯，&!），它们的厄米内积定义为

!"" @ #
!

’ @ "
%’&

#
’ (

对于量子码与经典码之间的关系有如下定理：

定理 2［"#］ 令 ( 是 )?（ #$）上的一个［ !，"］经
典线性码，($)是 ( 关于厄米内积的对偶码，若 (%
($)，且 ($) A ( 的最小重量为 $，则存在一个［［ !，
! & $"，$］］# 量子码 (
定理 3［""］ （量子 4/+B.*C5+限）对于量子码［［!，

"，$］］#，其码参数满足如下关系：

" ’ $$ ! ! ’ $( （"）
定义 2 （量子 784码）使（"）式等号成立的量

子码称为量子 784码 (
定义 3［"$］ （经典 )*+*,-./0*1 2**1345.565+ 码）

令! @（!"，⋯，!*），其中!’ 是 )?（#）中互不相同的
元素，再令"@（""，⋯，"*），其中"’ 是 )?（#）中的非
零元素 ( 那么 )?（ #）上的经典 )*+*,-./0*1 2**13
45.565+码，表示为 )24+（!，"），包含所有向量

（"" ,（!"），⋯，"*,（!*）），

其中，,（ -）取遍所有 )?（ #）上次数小于 + 的多
项式 (
众所周知，如上定义的 )*+*,-./0*1 2**1345.565+码

)24+（!，"）是一个［*，+，* & + ’ "］经典784码 (

9 < 量子码

引理 2 假设!"，⋯，!* 是任意域上 * 个互不
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相同的元素，则有下式成立：
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证明 对于域中任意元素 #!，#"，⋯，#!，有如

下等式成立：

#
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在上式中，分别令 #$ %!
"
$，" % &，!，⋯，! # "即得证 ’

本文的主要结果由下面的定理给出：

定理 ! （量子 ()*)+,-./)0 1))0234-454* 码）存
在量子码［［ %，% # "&，& 6 !］］’，其中，码参数满足

"$%$’
!$&$［% $"{ ］

或者
% % ’" # (

!$&$’ # ({ # !
，&$ ($ ’ # "，

’ 是素数的幂 ’
证明 （构造性证明）令 (7（ ’"）%｛!! % &，!"，

⋯，!’"｝，考察 (7（ ’"）上的经典 ()*)+,-./)0 1))02

34-454*码：
当 % % ’" 时，令! %（!!，⋯，!’"），" %# %（!，

⋯，!），则对于 (13&（!’，"）和 (13% # &（!，#），由引
理 !可得
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即 (13&（!’，"）和 (13% # &（!，#）关于厄米内积互为
对偶码；这时若令 !$&$’ # !，显然又有 (13&（!’，

"）%(13% # &（!，#），则由定理 ! 可知，存在量子码
［［ ’"，’" # "&，& 6 !］］’ ’
当 % % ’" # !时，令! %（!!，⋯，!’" # !），" %（!’
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’"），# %（!，⋯，!），则对于 (13&
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&$ ) $ & # !，&$ * $ % # & # !，
即 (13&（!’，"）和 (13% # &（!，#）关于厄米内积互为
对偶码；这时若令 !$&$’ # "，显然又有 (13&（!’，

"）%(13% # &（!，#），则由定理 ! 可知，存在量子码
［［ ’" # !，’" # "& # !，& 6 !］］’ ’
同理继续这样做下去，直到当 % % ’" # ’ 6 "

时，令! %（!!，⋯，!’" # ’6"），" (% !
’"

+ % ’" # ’68

（!’
! #!

’
+），

⋯， !
’"

+ % ’" # ’68

（!’
’" # ’6" # !’

+ )），# % （!，⋯，!），则

(13&（!’，"）和 (13%# &（!，#）关于厄米内积互为对
偶码；这时只有当 & % !时，才能令 (13&（!’，"）%
(13%# &（!，#），从而得到量子码［［’" # ’ 6 "，’" #
’，"］］’ ’
综上所述，存在量子码［［ %，% # "&，& 6 !］］’，

% % ’" # (
!$&$’ # ({ # !

， &$ ($’ # "’

当 "$ %$ ’时，令$ %（$!，⋯，$%），其中$$ &

(7（’）% (7（’"）互不相同，则有 !$!
%

" % !
"" $

（$$ #$"）&

(7（’）% (7（’"），因此，存在元素%$ & (7（’"），使
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得!!!"
" # "$!
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于 ’()%（"，!）和 ’()#% %（"，!），由引理 "可得
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*$ & $ % % "，*$ ’ $ # % % % "，
即 ’()%（"，!）和 ’()# % %（"，!）关于厄米内积互为
对偶码；这时只要令 "$ %$［ # $+］，就有 ’()%（"，

!）%’()# % %（"，!），从而由定理 " 可知，存在量子
码［［#，# % +%，% ! "］］! &

, - 结 论
我们称定理 . 中构造的码为量子 ’/0/12345/6

(//67)838980码，这是一族量子 :;)码，因此是最优
的量子码 & 由于它是通过经典 ’/0/12345/6 (//67
)838980 码得到的，而对于经典 ’/0/12345/6 (//67
)838980码的研究已经相当成熟，因此，我们相信，与
其他结构的量子码相比，对量子 ’/0/12345/6 (//67
)838980码性质和应用的研究将会是非常有前景的，
比如说它的编译码算法和它在级联码中的应用等方

面 &遗憾的是，当 ! < # < !+ % ! ! + 时，利用定理 .
的构造方法并不能得到相应的量子码，我们还没有

找到有效的方法来构造这个范围的量子 ’/0/12345/6
(//67)838980码，也没能证明在这个范围内不存在
量子 ’/0/12345/6 (//67)838980码，这些都可以作为未
来的研究课题 &
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