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对于一类非线性恢复力无法精确解析表达的简谐激励振动系统，建立了由原系统非线性恢复力激振的派生系

统 (证明了派生系统与原系统可以达到广义同步 (派生系统可以自动与激励力频率、大小变化的原非线性振动系统
保持广义同步 (证明了由派生系统的广义同步，可以识别出原系统的阻尼系数、激振力幅值与频率 (由 )*++,-.系统
的仿真计算结果可以看出，这种方法是有效的，而且识别精度较高 (
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!国家自然科学基金（批准号："#0!$#!&）和航空科学基金（批准号：#01/0#"’）资助的课题 (

" 2 引 言

近 $#年来，对非线性混沌同步的研究发展很
快，取得了很多有意义的成果［"—"#］(除了非线性混沌
的完全同步以外，还出现了混沌的广义同步、相同

步、预先同步、滞后同步等 (非线性系统的广义同步
指的是两个非线性系统的响应之间保持某种函数关

系［""］(由于广义同步的普遍性及易于实现，其研究
也受到重视 (在应用方面，利用混沌同步来识别系统
的未知参数一直是一个研究热点［"$—"/］，最新的研究

成果证明可以利用广义同步诊断平板上的裂纹［"’］(
目前在实现非线性系统的同步时，往往要求给出系

统的精确解析表达式，以便建立准确的控制方法 (这
对于实际的非线性振动系统是很困难的 (振动系统
的非线性往往体现在其非线性弹性恢复力上，虽然

已经提出了很多模型，但是目前仍然无法给出十分

准确的解析表达式 (而且实际中振动系统的外激振
力的幅值、频率经常会发生波动，如何保证派生系

统在这种情况下保持与原系统的同步也是一个问

题 (这些都给利用同步来识别振动系统参数带来了
困难 (
但在另一方面，振动测试技术的发展，使得振动

系统的弹性恢复力可以利用传感器测量直接得到，

这样就有可能在不需要非线性弹性力的精确模型情

况下构造同步派生系统 (本文基于此，设计了派生系
统，采用广义同步的方法来确定系统的参数，如阻尼

系数、激振力等 (而且派生系统可以随着原系统激振
力幅值、频率的变化自动与原系统保持广义同步 (

$ 2 派生系统的建立

含非线性恢复力的简谐激振振动系统一般可以

表示为

!3 4 "!·4 #（!）5 $678!%， （"）
其中 " 为阻尼系数，#（!）为等效非线性恢复力，$ 为
激振力的幅值，!为激振力的频率 (
可建立如下的派生系统：

&3 4 "$ &·4 ’$（& 4 !）5 #（!）， （$）

其中 "$，’$ 为正实数，’$ 可以根据需要选择 (

如果 "$ 5 "，那么（"）式加（$）式有

(3 4 "(·4 ’$ ( 5 $678!%， （0）

其中 ( 5 ! 4 & (令 " 5 $"!#，’$ 5!$
#，则（0）式变为

(3 4 $"!# ( 4!$
# ( 5 $678!% ( （%）

这是一个单自由度的线性系统的强迫振动方程，其

理论解为

( 5 (" 4 ($， （/）
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!!为其齐次方程的解，!" 为其特解 #其表达式分
别为

!! $ %&’（(!") "）（#*+,$" - %,./$"）， （0）

其中 $ $ ! (!! "")，#，% 为常数，可以由初始条件
确定 #而

!" $ &*+,（"" (#）， （1）

其中，& $ ’
（""

) (""）" -（"!")"）! "
，23/# $ "!$

! ($"，

而$$"
")

#对于 !!，可以看出，%&’（ (!") "）是指数衰

减函数，随时间快速衰减 #而 #*+,$" - %,./$" 是有
界函数，因此有 4.5

""6
!! $ ) #所以当时间足够长时，有

! $ !"，也就是说，除了初始的一段时间外，有
( - ) $ &*+,（"" (#）# （7）

由（7）式可以看出，派生系统的响应与原系统的响应
之和始终为一个正弦函数，或者说派生系统与原系

统实现了广义同步 #由于派生系统是由原系统的恢
复力激振的，与原系统的激振力无直接关系，因此原

系统激振力的变化，比如激振力幅值、频率的变化，

都不会对这种广义同步产生影响，也就是说派生系

统会自动与原系统保持这种广义同步关系 #如果知
道原系统的响应，以及计算得到派生系统的响应，利

用（7）式，就能够识别出原系统激振力的幅值 ’ 和
频率"#
如果 *"#*，令!* $ *" ( * 那么（!）式加（"）式有

!8 - *" !·- +" ! $ !*·(·- ’*+,"" # （9）
如果原系统的响应是混沌的，那么 (·就是混沌运动，
所以（9）式为一个线性系统在混沌与简谐激励下的
响应，其响应也必然是混沌的 #如果原系统不是混沌
运动，则可以调整激振力，使得原系统出现复杂的非

线性响应，此时由于(·的复杂非线性，（9）式也会出
现复杂的非线性响应，与只有简谐激振下的响应会

截然不同 #利用这一特点，可以识别出原系统的阻尼
系数 #
由上面的分析可以看出，对于含非线性恢复力

的简谐激振的振动系统，可以构造一个由原系统非

线性恢复力激振的派生系统，派生系统可以自动与

原系统保持广义同步 #利用存在的广义同步关系，可
以由原系统与派生系统的响应来识别出原系统的阻

尼系数、激振力幅值和频率 #

: ; 仿真计算

采用 <=>>./?系统进行仿真计算 # <=>>./?系统的

表达式为

(8 - *(·- ( ( (: ( ’·, $ ’*+,""， （!)）
其非线性恢复力为 -（(）$ ( ( (: ( ’·, #在 * $ );@，
, $ );"，" $ );7，’ $ );:!1时，此 <=>>./?系统会出现
混沌运动（图 !）#
建立派生系统如下：

)8 - *" )·- ) - ( $ -（(）， （!!）
此时 +" $ !，其响应也为混沌运动（图 "）#如果两个
系统的阻尼系数相同，则会出现广义同步现象，两个

系统响应之和为一周期函数（图 :）#

图 ! 原 <=>>./?系统的混沌响应（相轨迹图）

图 " 派生系统的混沌响应（相轨迹图）

!"#" 原系统阻尼系数的识别

由前面的分析可知，当 *" $ * $ );@时，两个系
统的响应会保持广义同步，即两个系统的响应之和

为一正弦函数（图 A）；而当 *"# * 时，比如 * $ );@，

*" $ );@)!时，两个系统响应的和会表现为混沌运动
（图 @）#因此可以通过改变派生系统的阻尼系数，观察
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两个系统是否广义同步来识别出原系统的阻尼系数 !

图 " 广义同步时两个系统响应之和的相轨迹图

图 # 阻尼系数相同时（ !$ % !）两个系统响应之和的 &’()*+,-图

图 . 阻尼系数不同时（ !$ / ! % 01002）两个系统响应之和的

&’()*+,-图

!"#" 原系统激振力幅值与频率的识别

识别出系统的阻尼系数后，可以进一步识别出

系统的激振力 !由前面的分析，有
" % # 3 $ % %4()（!& /"）!

由于两个系统响应之和的频率与激振力频率完全一

样，因而对两个系统响应之和进行功率谱分析就可

以得到激振力的频率! % 015,+674（图 8）!此时

% % ’
（2 / 015$）$ 3（01. 9 015）! $

% ’
01."52 !

由实际的 " % # 3 $ 响应得到其振动幅值 % % 01.5:2
（图 ;），则可以计算出 ’ % 01."52 9 01.5:2 %
01"28::.，与实际的激振力幅值（ ’ % 01"2;0）十分
接近 !

图 8 原 <=>>()?系统与派生系统响应之和的功率谱图

图 ; 原 <=>>()?系统与派生系统响应之和随时间的变化

#1 结 论

通过以上的分析及对于 <=>>()? 系统的仿真计
算，可以得到以下结论：

21 对于非线性振动系统，一般情况下很难得到
精确的线性恢复力表达式，但是可以利用非线性恢
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复力的可测性来设计派生系统，使得派生系统与原

系统达到广义同步 !
" # 派生系统与原系统的广义同步不受原系统

激振力幅值、频率变化的影响，也就是说派生系统会

自动与激振力变化的原系统保持广义同步 !
$ # 由派生系统与原系统的广义同步关系，可以

识别原系统的阻尼系数，并进而识别出原系统的激

振力频率与幅值 !
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