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研究离散差分序列变质量力学系统的 )*+对称性与守恒量 ,定义离散系统的差分序列方程在无限小变换群下
的形式不变性为 )*+对称性 , 给出由 )*+对称性得到守恒量的判据 , 举例说明结果的应用 ,
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! = 引 言

对称性是物理、约束力学、数学物理等领域的重

要研究议题 , 对称性理论有许多用途，如常微分方
程的积分，偏微分方程的约化、线性化和渐进解以及

分岔和控制等，其中一个比较重要的用途就是用来

寻求守恒量 , 对称性与守恒量存在潜在关系，守恒
量不仅具有重要的数学意义，而且反映出深刻的物

理本质 , 近来，运用无限小变换群的方法研究约束
力学系统的对称性和守恒量取得了一系列有意义的

结果［!—!&］, 离散约束力学系统的对称性和守恒量是
近十年来分析力学领域的研究方向之一［!!—!.］，主要

思想是利用力学的变分原理来构建系统的离散差分

运动方程，这种离散序列方程提供了一种递推算法，

而这种算法通常保留了连续系统的辛结构等几何结

构和对称性、可积性等方程性质 , 因此，在讨论约束
力学系统的性质、运动规划、系统控制、数值仿真计

算时，这些离散算法通常比传统的算法有更好的计

算效率、保结构和不变性等优点 ,
>+*对称性和 ?<*@4*A对称性是近代寻求连续约

束力学系统守恒量的两种常用的重要方法 , >+*对
称性考察运动微分方程在无限小变换群下的不变

性［!，"，!(—""］, ?<*@4*A 对称性是基于 B21+3@<7 泛函作
用量在无限小变换群下的不变性［!，"，"$，"-］, )*+对称
性是梅凤翔提出的一类不同于 ?<*@4*A对称性和 >+*
对称性的对称性形式，这种新对称性理论的主要思

想是考虑力学系统的动力学函数在无限小 >+*群变
换下满足原来运动微分方程形式的一种动力学不变

性，动力学函数包括 >29A279*函数、B21+3@<7函数、非
势广义力、各类完整的与非完整的约束力、各类形式

完整的与非完整的约束方程、各类非保守力等等，这

些动力学函数在无限小 >+*群下做动力学变换后变
换为新的动力学函数，新的动力学函数满足原来系

统微分方程的形式保持不变，系统的各类方程包括

/C3*A0>29A279*方程、B21+3@<7正则方程、各类约束方
程等等 , )*+对称性更主要是侧重于力学系统的动
力学不变性，自 "&&& 年提出以来，成为研究约束力
学系统守恒量的有力工具之一，得到了许多有意义

的运用和推广［"%—$!］,
>+*对称性和 ?<*@4*A对称性方法近来被推广运

用到离散系统，其中，>*D+ 等人［$"—$-］从数学方面较
详细研究了离散差分方程和微分差分方程的 >+*对
称性理论，E<A<F7+@687［$%］建立了离散 >29A279*系统的
?<*@4*A理论 , 而 )*+对称性这一新的对称性形式还
未应用于离散力学系统 , 本文在连续约束系统的
)*+对称性与守恒量研究的基础上进一步讨论离散
系统的 )*+对称性，研究了离散差分序列变质量系
统的 )*+对称性，并给出由 )*+对称性得到离散形
式守恒量的条件 ,

" = 离散变质量系统的 )*+对称性与守
恒量

考虑一个理想完整约束力学系统的位形由 !
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个广义坐标 !"（ " ! "，⋯，#）确定，并设质量的变化

为 $ ! $（ %，!"，!
·

"），系统的 #$%&$’%( 函数，非势广

义力和广义反推力分别表示为 &（ %，!"，!
·

"），’"（ %，

!"，!
·

"）和 ("（ %，!"，!
·

"）)在离散力学中，用离散坐标
的序列 !"，)（ %)）（ ) ! *，"，⋯，*）来替代连续的位形
坐标 !"（ " ! "，⋯，#），相应离散形式的质量、

#$%&$’%(函数、非势广义力和广义反推力为 $+（ %+，

%+ , "，!"，+，!"，+ , "），&+（ %+，%+ , "，!"，+，!"，+ , "），’"，+（ %+，

%+ , "，!"，+，!"，+ , "），("，+（ %+，%+ , "，!"，+，!"，+ , "），（ + ! *，

"，⋯，* - "）) 系统的离散能量演化方程和离散
./0(&1#$%&$’%(方程有形式［23］

," &+（!"，+）（ %+," - %+）

, ,4 &+（!"，+-"）（ %+ - %+-"）

, &+（!"，+-"）- &+（!"，+）

-［’"，-（!"，+）, ("，+（!"，+）］（!"，+," - !"，+）! *，（"）

,2 &+（!"，+）（ %+," - %+）

, ,5 &+（!"，+-"）（ %+ - %+-"）

,［’"，+（!"，+）, ("，+（!"，+）］（ %+," - %+）! *，（4）
其中，,. 表示对离散函数第 . 个变量的偏导数，!"，+

!（ %+，%+ , "，!"，+，!"，+ , "）表示离散序列 )
取离散时间和广义坐标的无限小变换群

%!+ ! %+ ,!%+ ! %+ ,"#+（ %+，!"，+）， （2）

!!"，+ ! !"，+ ,!!"，+ ! !"，+ ,"$"，+（ %+，!"，+），（5）
其中#+，$"，+是离散生成元函数，生成元函数的矢量

场依赖于一个离散点，表示为

/（*）+ !#+
"
"%+

,$"，+
"
"!"，+
， （6）

其一次扩展依赖于相邻的两个离散点，表示为

/（"）+ ! /（*）+ ,#+,"
"
"%+,"

,$"，+,"
"

"!"，+,"
) （3）

取离散变量和离散函数的递推算符和一次导数

算符

0 7 1（ 2"，+）! 1（ 2"，+7"）， （8）

,+ 1（ 2"，+）!
0 , 1（ 2"，+）- 1（ 2"，+）

%+," - %+
) （9）

利用变换（2），（5），（3）和算符（8），（9），动力学函数
&+（!"，+），&+（!"，+ - "），’"，+（!"，+），("，+（!"，+）在无限小

变换群下的动力学变换为

&+（!!"，+）! &+（ %!+ ，%!+,"，!!"，+，!!"，+,"）

! &+（!"，+）,"/（"）+［&+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯， （:）

&+（!!"，+-"）! &+（ %!+-"，%!+ ，!!"，+-"，!!"，+）

! &+（!"，+-"）,"0 -/
（"）
+［&+（!"，+-"）］

, 3（"4）, ⋯， （"*）
’"，+（!!"，+）! ’"，+（ %!+ ，%!+,"，!!"，+，!!"，+,"）

! ’"，+（!"，+）,"/（"）+［’"，+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯， （""）
("，+（!!"，+）! ("，+（ %!+ ，%!+,"，!!"，+，!!"，+,"）

! ("，+（!"，+）,"/（"）+［("，+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯， （"4）
其中，3（"4）, ⋯表示二阶及高阶的无限小量，在
（"*）式中有算符关系式

0 - /（"）+ !#+-"
"
"%+-"

,#+
"
"%+

,$"，+-"
"

"!"，+-"
,$"，+

"
"!"，+

) （"2）

动力学变换（:）—（"4）代入离散方程（"）和（4）得到
," &+（!!"，+）（ %+," - %+）

, ,4 &+（!!"，+-"）（ %+ - %+-"）

, &+（!!"，+-"）- &+（!!"，+）

-［’"，+（!!"，+）, ("，+（!!"，+）］（!"，+," - !"，+）

! ,"｛&+（!"，+）,"/（"）+［&+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯｝（ %+," - %+）

, ,4｛&+（!"，+-"）,"0 -/
（"）
+［&+（!"，+-"）］

, 3（"4）, ⋯｝（ %+ - %+-"）

,｛&+（!"，+-"）,"0 -/
（"）
+［&+（!"，+-"）］

, 3（"4）, ⋯｝

-｛&+（!"，+）,"/（"）+［&+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯｝

-｛’"，+（!"，+）,"/（"）+［’"，+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯｝（!"，+," - !"，+）

-｛("，+（!"，+）,"/（"）+［("，+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯｝（!"，+," - !"，+）! *， （"5）

,2 &+（!!"，+）（ %+," - %+）

, ,5 &+（!!"，+-"）（ %+ - %+-"）

,［’"，+（!!"，+）, ("，+（!!"，+）］（ %+," - %+）

! ,2｛&+（!"，+）,"/（"）+［&+（!"，+）］

, 3（"4）, ⋯｝（ %+," - %+）

, ,5｛&+（!"，+-"）,"0 -/
（"）
+［&+（!"，+-"）］

, 3（"4）, ⋯｝（ %+ - %+-"）

,｛’"，+（!"，+）,"/（"）+［’"，+（!"，+）］
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! !（!"）! ⋯｝（ "#!# $ "#）

!｛$%，%（"%，#）!!&（#）%［$%，%（"%，#）］

! !（!"）! ⋯｝（ "#!# $ "#）& ’( （#)）
略去二阶及高阶小量 !（!"）!⋯，结合（#）和（"）式，
并有离散方程（#）和（"）的形式不变，可得到
’#｛&
（#）
%［(%（"%，#）］｝（ "#!# $ "#）

! ’"｛) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］｝（ "# $ "#$#）

! ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

$ &（#）%［(%（"%，#）］$｛&
（#）
%［*%，%（"%，#）

! $%，%（"%，#）］｝（+%，#!# $ +%，#）& ’， （#*）

’+｛&
（#）
%［(%（"%，#）］｝（ "#!# $ "#）

! ’,｛) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］｝（ "# $ "#$#）

$｛&（#）%［*%，%（"%，#）! $%，%（"%，#）］｝（ "#!# $ "#）& ’(
（#-）

判据 ! 如果生成元##，$%，#满足方程（#*）和
（#-），则相应的离散能量演化方程（#）和运动方程
（"）的形式不变性为离散差分序列变质量系统的
./0对称性，方程（#*）和（#-）称为 ./0对称性的确定
方程 (
判据 " 如果生成元##，$%，#满足方程（#*）和

（#-），且存在离散规范函数 ,-#（ "#，+%，#）使下列等式
成立

&（#）%［(%（"%，#）］’%（##）! &（#）% ｛&
（#）
%［(%（"%，#）］｝

! &（#）%［*%，%（"%，#）! $%，%（"%，#）］

1［$%，# $##’%（+%，#）］! ’%（,-#）& ’， （#2）
则离散差分序列变质量系统存在如下离散守恒量

##) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

!##（ "# $ "#$#）’" ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

!$%，#（ "# $ "#$#）’, ) $&
（#）
%

1［(%（"%，#$#）］! ,-# & 34567 ( （#8）
（#2）式称为 ./0等式 (
证明：改写（#*）和（#-）式，有
’#｛&
（#）
%［(%（"%，#）］｝

!
"# $ "#$#
"#!# $ "#

’"｛)$&
（#）
%［(%（"%，#$#）］｝

!
)$&
（#）
%［(%（"%，#$#）］$ &（#）%［(%（"%，#）］

"#!# $ "#
$ &（#）%［*%，%（"%，#）! $%，%（"%，#）］’%（+%，#）& ’，（"’）

’+｛&
（#）
%［(%（"%，#）］｝

!
"# $ "#$#
"#!# $ "#

’,｛)$&
（#）
%［(%（"%，#$#）］｝

! &（#）%［*%，%（"%，#）! $%，%（"%，#）］& ’， （"#）
展开等式（#2），得到

&（#）%［(%（"%，#）］’%（##）

! &（#）% ｛&
（#）
%［(%（"%，#）］｝

! &（#）%［*%，%（"%，#）! $%，%（"%，#）］

1［$%，# $##’%（+%，#）］! ’%（,-#）

&# {# ’#｛&
（#）
%［(%（"%，#）］｝

!
"# $ "#$#
"#!# $ "#

’"｛) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］｝

!
) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］$ &（#）%［(%（"%，#）］

"#!# $ "#

$ &（#）%［*%，%（"%，#）! $%，%（"%，#）］’%（+%，# }）
!$%， {# ’+｛&

（#）
%［(%（"%，#）］｝

!
"# $ "#$#
"#!# $ "#

’,｛) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］｝

! &（#）%［*%，%（"%，#）! $%，%（"%，# }）］
! ’%｛##) $&

（.）
%［(%（"%，#$#）］

!##（ "# $ "#$#）’" ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

!$%，#（ "# $ "#$#）’, ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

! ,-#｝& ’， （""）
在（""）式中利用了递推算符关系式

) ! ) $&
（#）
%［(/（"%，#$#）］& &（#）%［(%（"%，#）］，（"+）

结合（"’）和（"#）式，（""）式变为
’%｛##) $&

（#）
%［(%（"%，#$#）］

!##（ "# $ "#$#）’" ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

!$%，#（ "# $ "#$#）’, ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

! ,-#｝& ’， （",）
则由（",）式得到离散 ./0守恒量

##) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

!##（ "# $ "#$#）’" ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

!$%，#（ "# $ "#$#）’, ) $&
（#）
%［(%（"%，#$#）］

! ,-# & 34567 ( （")）

+9 算 例

考虑一个变质量系统

( & 0（+·"# ! +·""）， （"*）

*% &%0（+·"# ! +·""），$% &&0（+
·"

# ! +·""），（"-）
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! ! !" #$% & ’
(!( )" ， （()）

其中"，#，!，!" 为常系数，研究其离散系统的 *#+
对称性与守恒量 ,
由离散差分序列变换得到

#-（$$，%）

! !-
&’，%.’ & &’，%
"".’ & "( )

%

(

.
&(，%.’ & &(，%
"%.’ & "( )

%
[ ]( ，（(/）

’$，-（$$，%）

!"!-
&’，%.’ & &’，%

"".’ & "%
.

&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%
， （0"）

($，-（$$，%）

!#!-
&’，%.’ & &’，%

"".’ & "%
.

&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%
， （0’）

!- ! !"#$% & ’
(!（"% . "%.’[ ]）， （0(）

分别计算 )*［#-（$$，%）］，)*［’$，-（$$，%）］，

)*［($，-（$$，%）］，（ * ! ’，(，0，1）
)’［#-（$$，%）］

! & ’
(!!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）
2

&’，%.’ & &’，%

"%.’ & "( )
%

(

.
&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%

[ ](

. (!" #$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
（&’，%.’ & &’，%）

(

（ "%.’ & "%）0
.
（&(，%.’ & &(，%）

(

（ "%.’ & "%）[ ]0 ，（00）

)(［#-（$$，%）］

! & ’
(!!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）
2

&’，%.’ & &’，%

"%.’ & "( )
%

(

.
&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%

[ ](

& (!" #$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
（&’，%.’ & &’，%）

(

（ "%.’ & "%）0
.
（&(，%.’ & &(，%）

(

（ "%.’ & "%）[ ]0 ，（01）

)0［#-（$$，%）］

! & (!" #$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

（ "%.’ & "%）(
.

&(，%.’ & &(，%

（ "%.’ & "%）[ ]( ， （03）

)1［#-（$$，%）］

! (!" #$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

（ "%.’ & "%）(
.

&(，%.’ & &(，%

（ "%.’ & "%）[ ]( ， （04）

)’［’$，-（$$，%）］

! & ’
(!"!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）
2

&’，%.’ & &’，%

"%.’ & "%
.

&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%

. !""#$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

（ "%.’ & "%）(
.

&(，%.’ & &(，%

（ "%.’ & "%）[ ]( ， （05）

)(［’$，-（$$，%）］

! & ’
(!"!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

"%.’ & "%
.

&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%

& !""#$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

（ "%.’ & "%）(
.

&(，%.’ & &(，%

（ "%.’ & "%）[ ]( ， （0)）

)0［’$，-（$$，%）］

!
& ("!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）
"%.’ & "%

， （0/）

)1［’$，-（$$，%）］

!
("!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）
"%.’ & "%

， （1"）

)’［($，-（$$，%）］

! & ’
(!#!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

"%.’ & "%
.

&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%

. !"##$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

（ "%.’ & "%）(
.

&(，%.’ & &(，%

（ "%.’ & "%）[ ]( ， （1’）

)(［($，-（$$，%）］

! & ’
(!#!" #$% & ’

(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

"%.’ & "%
.

&(，%.’ & &(，%

"%.’ & "( )
%

& !"##$% & ’
(!（ "% . "%.’[ ]）

2
&’，%.’ & &’，%

（ "%.’ & "%）(
.

&(，%.’ & &(，%
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由算符（.）可知
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设生成元函数$$，%#，$有如下形式：
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并与（%2）—（!*）式的系数比较，有
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根据判据 *，并结合（*），（%）式，可得生成元（,2），
（/&）是离散差分序列变质量系统（%2）—（!%）3’4对
称性的生成元 -
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则 3’4恒等式（*1）化为
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当&+"# $#时，,-$ # &-根据判据 %可求出系统

（%2）—（!%）的非平凡守恒量
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# 789:; -
而当%#，$（ &$，(#，$）# )1!&时，不存在离散规范函数

,-$满足 3’4等式（*1），因此没有对应的守恒量 -

, < 讨 论

本文研究了离散差分序列变质量系统的 3’4对
称性及其守恒量，主要的结果有，3’4对称性的确定
方程（*.）和（*0）；离散 3’4 等式（*1）和相应的离散
守恒量（*2）- 这些结果可推广运用于其他带有各种
特殊约束力的离散系统 -
连续约束力学系统的 3’4 对称性讨论了系统

=>?’@ABCD@C9D’方程在动力学变换下形式的不变性，
未涉及能量演化方程形式的不变性 -在离散系统中，
用差分序列替代连续变量后，分别讨论了离散形式

=>?’@ABCD@C9D’方程和能量演化方程的形式不变性
质，验证了在动力学变换下这两类方程的形式均保

持不变的性质 -连续系统和离散系统通过时间步长
&$ + * A &$ 相联系，当时间步长 &$ + * A &$"&时，离散系统

的 3’4对称性蜕化为连续系统的 3’4对称性 -离散
差分方程的几何意义在于建立位形空间离散点之间

保动量映射、能量和辛结构的递推关系，通常也被称

为动量A能量A辛积分子或保结构积分子 -连续系统
3’4对称性的主要意义是保形式 -文中讨论的离散
变质量系统两类动力学方程的数学模型为二阶变系

数差分方程，离散系统的 3’4对称性确定了离散差
分方程在动力学变化下的形式不变性，增加了动量A
能量A辛积分子的保形式不变的性质 -
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