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利用对 )* 系统实施反混沌控制的方法，构建了一类关联且有多种切换方式的四维超混沌 )* 系统 +依据系统

的分岔图确定了各个子系统都处于超混沌状态时，系统参数的取值范围 +分析了超混沌 )* 系统平衡点的性质、超

混沌吸引子的相图和 ),-./012 指数等特性，设计并实现了这类可切换超混沌 )* 系统的硬件电路，利用系统选择

器，同一电路可以实现多个关联子系统的功能 + 电路实验表明，可切换的复杂超混沌 )* 系统具有丰富的动力学

行为 +
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因为包含多个子系统的关联可切换复杂混沌系

统［!—&］，具有选择的多样性、变化的灵活性和动力学

行为的复杂性，在混沌保密通讯和混沌数字通信中

有着广泛的应用［’—!(］，用于基于混沌同步的保密通

讯，可以增强混沌同步保密通讯的安全性能；用于基

于键控技术的混沌数字通信，可以使系统间的切换

更加灵活方便 +为了建构子系统足够多又容易相互

切换的复杂混沌系统，文献［4—&］采用增加并改变

系统非线性特性的方法，建构了多种关联且可切换

的复杂混沌系统 + 最近，利用反混沌控制方法［!—(］，

以 )1HC0? 系统及其多种变形系统［!4—"&］为基础，构建

四维超混沌系统的研究引人关注 +本文以三维 )* 混

沌系统［!3］为基础，利用反混沌控制的方法，构建了

一类关联且有多种切换方式的四维超混沌 )* 系统 +
首先，依据系统的分岔图确定各个子系统都处于超

混沌状态时，系统参数的取值范围 +然后，对四个四

维超混沌 )* 系统平衡点的性质、混沌吸引子的相图

和 ),-./012 指数等特性进行分析，比较不同反混沌

控制方式，对系统动力学行为的影响 +最后，设计实

现四维超混沌 )* 系统切换的实际电路并进行实验，

实验结果表明，通过系统选择器的切换，一个电路能

实现多个关联子系统的功能，并且关联可切换的复

杂超混沌 )* 系统具有丰富的动力学行为 +

" G 系统构成与特性分析

利用对系统实施反混沌控制方法，以三维 )* 混

沌系统为基础，构建了一类关联且有多种切换方式

的复杂超混沌 )* 系统 +由于被扩展维的方式和反馈

回原三维系统的方式不同，四维超混沌 )* 系统存在

多种表现形式 +将四个四维超混沌 )* 系统方程表述

为以下形式：

!·I F "! J "# J $，

#·I %# F !$!&，

&·I F ’& J !$!#，

$·I (!； （!）

!·I F "! J "# J $，

#·I %# F !$!&，

&·I F ’& J !$!#，

$·I (#； （"）

!·I F "! J "#，
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!·! "! " #$#$，

$·! " %$ % #$#! % &，

&·! ’#； （&）

#·! " (# % (!，

!·! "! " #$#$，

$·! " %$ % #$#! % &，

&·! ’! ’ （(）

式中正常数 (，"，%，’ 为系统参量，#，!，$，& 为系

统变量 ’
图 # 表示系统参数 ( ! #$，" ! )，% ! & 保持不

变，系统变量 ! 随系统参数 ’ 变化的分岔图 ’ 根据

这类四维混沌系统的分岔图，确定使四个子系统都

处于混沌状态的共同的系统参数值 ’

图 # 系统变量 ! 随系统参数 ’ 变化的分岔图 （*）系统（#）的分岔图；（+）系统（,）的分岔图；（-）系统（&）的分岔

图；（.）系统（(）的分岔图

从图 # 中可以看出，系统参数 .!（$，(）时，四

个子系统都处于混沌状态 ’
由系统（#）—（(）得到

!

) ! "#·

"# %"!·

"! %"$·

"$ %"&·

"& ! " ( % " " %，（)）

很显然 " ( % " " % / $，即保证四个子系统都具有耗

散性 ’四个子系统都只有唯一的平衡点 *$（$，$，$，

$），在平衡点 *$ 处 0*-1+2*3 矩阵分别为
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由于四个四维超混沌 89 系统的 0*-1+2*3 矩阵不同，

因此，它们在平衡点 *$ 的特征值也不同，可切换四

维超混沌 89 系统的 0*-1+2*3 矩阵在平衡点 *$ 处的

特征值和系统参数皆为 ( ! #$，" ! )，% ! & 和 ’ !
,:) 时，8;*<=31> 指数以及分形维数

+8 ! , % #
!8（ ,%#）"

,

- ! #
!8-
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的分析结果见表 ! " 由 表 !可 知 ，四 个 系 统 都 有 两 个 大 于 零 的

表 ! 四个四维超混沌 #$ 系统特性分析表

系统 特征值 #%&’()*+ 指数 分形维数

! , !，"，
!
- , # . #- , /!( )( )$ （-0!/12，10!--3，1，, !405!!） 60!-!5

- （ , #，, !，1，"） （-0-4!!，10!-/2，1，, !7065-） 60!645
6 （ , #，, !，1，"） （-0-7-7，10!-/6，1，, !707/!） 60!62!
/ （ , #，, !，1，"） （-0!4//，10!-73，1，, !50!75） 60!/-3

图 - 四个超混沌系统的相图比较 （&），（8），（9），（:）分别为系统（!）—系统（/）的 %; & 相图；（<），（=），（>），（?）分别

为系统（!）—系统（/）的 &;’ 相图（! @A=B+，102 @A=B+）
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!"#$%&’( 指数，因此四个四维系统都处于超混沌状

态 )在三维 !* 混沌系统的基础上，通过线性反馈对

系统维数进行扩展，构建的复杂超混沌 !* 系统，同

样可以写成标准型［+,］

!·- !! . /0"!#!， （/0）

其中 ! -［" # $ %］1!&,，" -［/ 0 0 0］，

! 是一个 , 2 , 实矩阵，由于对三维 !* 系统实施反

混沌控制的方式不同，系统（/）—（,）对应的实矩阵

! 分别与（3）—（4）式相同 )矩阵 # 皆为

# -

0 0 0 0
0 0 5 / 0
0 / 0 0











0 0 0 0

) （//）

以三维 !* 系统为基础建立的超混沌系统有以

下特点：

/）将系统的维数拓展成四维，并将第四维变量

线性反馈回系统，作用于原系统的第一维或第三维 )

图 6 四维超混沌系统实际电路图

+）系统的第四维是系统变量 " 或 # 的线性函数 )
图 + 表示四个四维超混沌系统在系统参数皆为

’ - /0，( - 7，) - 6 和 * - +87 时，在模拟示波器上观

察到，由图 6 所示的硬件电路产生的超混沌吸引子

的相图（（#）#9 $，（:））$9%（/ ;<格，087 ;<格）)
图 + 表明，由于对三维 !* 系统实施反混沌控制

的方式不同，导致系统变量流形的演化存在一定的

差异，因而表现为相空间中相图的形状不同，这正是

子系统间内在差异性的外在表象；同时四个四维超

混沌系统的动力学行为又存在一定的相似性，因此，

关联可切换的复杂超混沌 !* 系统的动力学行为表

现为差异性和相似性的统一 ) 与文献［,—=］中的切

换混沌系统改变的是系统的非线性函数不同，可切

换的复杂超混沌 !* 系统改变的是系统的线性函数，

导致系统结构发生变化，因而使利用系统信息重构

系统的结构变得更加困难 )

6 8 系统的电路实验

根据（/）—（,）式设计了一个能实现复杂超混沌

!* 系统功能的实际电路，如图 6 所示 ) 图中的运算

放大器皆为 !>676，由系统的参数决定的各元件的

数值如电路图中标示 ) 系统中的非线性函数都是系

统变量的二次函数，由模拟乘法器实现 )通过电路中

开关的切换可进行系统间的转换，开关 +/ 的切换

实现系统扩展维的变化；开关 ++ 的切换实现反馈

回原系统方式的变化 )利用图中开关的切换，一个电

路可以实现四个四维超混沌 !* 系统的功能 )
对硬件电路进行实验［+?］，以系统（/）为例，通过

调节可变电阻，改变系统参数 ( 的值，得到系统（/）

各种周期态和拟周期态的（ #9 $）相图（/ ;<@A(，087 ;<
@A(），如图 , 所示 )

在硬件电路实验中发现，调节可变电阻，改变系

统（/），（+）参数 * 的值，通过示波器观察到系统拟

周期态呈现奇异的三维环面（ $9%）相图（/ ;<@A(，
087 ;<@A(），如图 7 和图 3 所示 )

而系统（6）和系统（,）改变参数 * 的值，通过示

波器观察不到系统的拟周期态，这与系统分岔图分

析的结果一致 )
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图 ! 系统（"）的周期态和拟周期态（ !# "）相图
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图 ! 系统（"）的三维环面（ !#"）相图

图 $ 系统（%）的三维环面（ !#"）相图

&’ 结 论

本文建构了一类包含四个子系统的关联且可切

换的复杂四维超混沌 () 系统，各个子系统间既相对

独立，自成体系，又存在着内在的相互联系 *利用系

统选择器，可以在四个子系统间随机切换，切换操作

方便灵活，组合的方式变化多样 *由于反混沌控制的

方式不同，系统流形演化的差异较大，且系统存在着

丰富的动力学行为 *由于本文中可切换的复杂超混

沌 () 系统改变的是系统的线性函数，使重构系统的

结构变得更加困难，因此，这类可切换的复杂系统具

有广泛的应用前景 *
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