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采用非连续反馈方法来控制 *+,-./012.341056 方程描述的激发介质中的螺旋波 7 在控制过程中，对于系统各个

格点快变量的幅值进行观测并和设定的阈值进行比较，当采样格点的快变量的值大于这个阈值时，则对系统进行

直接小幅度的负反馈 7 研究发现：在对系统所有格点快变量幅值观测时选择比较小的阈值则更容易将系统的螺旋

波消除掉并使系统达到稳定均匀态 7 在比较大的阈值下，系统的螺旋波则变得稀疏，也可以导致螺旋波的破裂 7 在

任意选择单个格点的快变量观测下，比较小的反馈强度仍然可以消除螺旋波，系统也达到稳定均匀态 7 当整个系

统达到稳定均匀态时该控制器则自动关闭 7
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! ? 引 言

螺旋波是一类特殊的时空斑图，这可能与时空

系统内部复杂的相互作用和自组织有关 7 从动物身

上的花纹、宇宙的星云、化学反应系统中的化学波、

一氧化碳在铂金表面的催化氧化反应以及心肌组织

的螺旋波等都可以看到螺旋波存在的普遍性［!—&］7
近年来，以反应扩散方程来描述时空系统的螺旋波

特性以及对螺旋波的控制取得了很多有意义的结

果［’，%］7 研究发现：心率不齐和心动过速可能与心肌

组织出现的螺旋波相关，而心肌组织中螺旋波的破

裂则可能意味着心脏出现急剧病变而引起心室纤维

性颤动进一步导致心脏快速死亡 7 因此，很多研究

集中在如何预防心肌组织中出现螺旋波并进一步防

止螺旋波的破裂等 7 当然，研究螺旋波的意义不仅

仅局限于预防心颤 7 研究一般时空系统中螺旋波和

其他斑图的转变也是非线性科学的一个有趣问题 7
另外，台风的中心和宇宙星云的螺旋结构研究也具

有实际的意义 7 螺旋波在激发和振荡介质中都可以

观测到，目前很多相关研究工作主要集中在以反应

扩散方程描述的时空系统上 7 在实验上，@0;4<1 等

对于螺旋波的诱导和破裂等做了开创性的工作［8］7

另一方面，A24<1 等在螺旋波和三维系统的卷波控

制方面做出了非常有意义的结果［(—!!］7 B4<1 等对于

螺旋波的失稳等也做出了十分有趣的研究［!"］7 A24<
等则 对 螺 旋 波 的 同 步 等 研 究 取 得 了 重 要 的 结

果［!)，!&］7 C4<1 等提出的空间函数扰动参数和行波

来抑制螺旋波和斑图［!’，!%］7 马军等对螺旋波的控制

等研究也取得了一些有趣的结果［!8—""］7 到目前为

止，螺旋波的研究在国内也引起了广泛关注，详细见

评述［")］7 时空系统对于外界噪声会发生响应，不同

的噪声则引起螺旋波的不同相变［"&，"’］7 在对螺旋波

的抑制中，反馈方法是一种非常有效的方法 7 但从

控制的代价和可行性来看，非连续反馈相对于连续

反馈控制具有某些优点 7 因此，这里我们采用一种

非连续反馈方法来控制系统的螺旋波 7 考虑 *+,-.
/012.341056 方程［"%，"8］的普遍性和代表性，我们将

采用非连续反馈方法来抑制 *+,-./012.341056 方程

中的螺旋波并对相关结果进行讨论 7

" ? 模型和控制方法

*+,-./012.341056 方程通常可以表示为［"%，"8］
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图 # 螺旋波在非连续反馈下的演化（控制强度和阈值 $$ ! #，#$ ! $%&’）

其中参数!（ #，!）!!("# ! )（ # ("* ），快变量用 #
来描述，慢变量用 ! 来表示 + #，! 的物理意义可以

理解为膜电位和内电流的电导 + 非线性函数 " $#（ #
" %）（ # " #）描述了快变量的快速变化，系统的恢复

特性主要由!（ #，!）决定 + 该模型的参数虽然没有

具体的物理意义但该模型可以再现心肌组织的主要

特征，如动作电位，复位等，因此在选择恰当参数下

可以来研究心肌组织的螺旋波特性和转变等 + 在选

择参数为 $ ! ,，% ! $%#&，"# ! $%*，"* ! $%-，! !
$%$$* 时，系统可以出现稳定旋转的螺旋波 +

考虑到我们的研究目标是抑制和消除系统（#）

中的螺旋波，这里采用一种非连续反馈方法来扰动

系统 + 系统的快变量一般对于外界的扰动反应比较

敏感，因此控制项将直接施加在系统（#）中第一式的

右边，控制器表示为

& ! " $$ #（’，(）)（ #（’，(）" #$）， （*）

这里 $$ 是常数，可以理解为反馈强度，)（·）是分段

阶跃函数，)（*）! #，当 *!$，否则 )（ *）! $，#$ 是

选择的阈值且一般小于快变量的最大值 + #（ ’，(）

中的 ’，( 表示系统某个格点或者细胞的位置，且 ’
!（ + " #）"’，( !（ , " #）"( + 观察系统（#），可以看

到（$，$）是系统的一个平衡态，而（*）式描述控制器

中出现的快变量表明该控制器具有自适应的特点 +
当整个系统的所有格点都达到稳定均匀态（$，$）

时，控制器则自动置为 $ 而关闭，因此对系统的扰动

相对比较小 + 在数值计算中，选取把系统离散为 *&.
/ *&. 个格点，+，, ! #，*，-，⋯，*&.，"’ !"( ! -&$)
*&.，时间步长 - ! $%$- + 采用无流边界条件和优化

的欧拉差分方法进行数值积分 +

- % 数值计算和讨论

在数值模拟中，首先选取恰当的初始值，使系统

出现稳定旋转的螺旋波，在进一步的控制中，稳定旋

转的螺旋波将被作为初始态来进行抑制 + 由于我们

的目标是抑制系统出现的螺旋波，所以直接采用不

同时刻系统的瞬态闪图来描述系统的状态 + 对系统

（#）进行数值计算，可以发现系统快变量的变化范围
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主要在! 到 "之间，因此，可以选择阈值 ! # !! # " $
在图 " 中，选取 "! % "，!! % !&’(，在图 ) 中 "! % "，!!
% !&’，在图 * 中 "! % "，!! % !&(+’ $

图 " 的数值结果表明：当控制器（)）开始作用于

系统（"）后，原来比较密集的螺旋波逐渐变得稀疏 $
进一步增加阈值则发现螺旋波的转变越来越不明

显，也就是说，当阈值进一步增加时，这种非连续反

馈对系统的螺旋波的影响越来越小 $ 在实际控制

中，反馈强度 "! 显然不能取得无限大，当进一步增

加反馈强度而不改变阈值时，发现螺旋波只变得稀

疏而根本不能被抑制掉 $ 如在数值模拟中保持阈值

!! % !&’( 而将反馈强度增加到 "! % *，历经大约

)"!! 时间单位后系统的螺旋波仍然是变得稀疏而

没有被消除掉 $
进一步减小阈值，发现螺旋波开始破裂，数值计

算结果见图 ) $

图 ) 螺旋波在非连续反馈下的演化（控制强度和阈值 "! % "，!! % ! $’）

图 ) 的数值计算结果表明：控制器（)）在某些阈

值下可能导致螺旋波的失稳而出现多个螺旋波片

段 $ 分析其原因可能在于：和图 " 的结果相比较，比

较小的阈值则意味着对系统扰动和刺激的程度增

大，因此更能改变系统的组织结构进而诱发斑图的

竞争 $ 与图 " 结果不同的是：当选择阈值 !! % !&’ 而

进一步增加反馈强度，数值计算表明：大约反馈强度

在 "! % "&, 时，系统的螺旋波则完全可以被抑制使

整个系统达到稳定均匀态 $ 分析其原因可能在于比

较小的阈值和比较大的反馈强度对系统的刺激很快

镇定了螺旋波的波头而使螺旋波向外传播的过程被

中断，因而消除了螺旋波 $
进一步减小阈值到 !! % !&(+’ 且保持反馈强度

"! % " 不变化，相关数值结果见图 * $
图 * 的数值计算结果表明：恰当的选择阈值可

以完全抑制和消除系统的螺旋波，使系统完全进入

稳定均匀态 $ 进一步的数值计算结果表明：继续减

小阈值和增加反馈强度可以缩短系统达到稳定均匀

态的暂态过程 $ 分析其原因可能在于：比较小的阈

值相当于对系统施加了更多的扰动，在恰当的反馈

强度下，直接负反馈则可以显著改变系统的动力学

结构和组织结构，而这全局反馈首先对螺旋波的波

,(-, 物 理 学 报 ’. 卷



图 ! 螺旋波在非连续反馈下的演化（控制强度和阈值 !" # $，"" # " %&’(）

头进行有效的作用，将螺旋波的波头从系统的中心

消除掉，当波头到达系统边界时与边界发生碰撞而

消失，最终消除了螺旋波使系统达到稳定均匀态 %
进一步观察和分析式（)）表示的控制器可以发现，即

使系统在达到稳定均匀态后由于不确定因素重新激

发了螺旋波，那么控制器将立即开始工作，具有自适

应的特性 %
以上我们研究了对系统全局观测，当观测的格

点的快变量的值超过所选定的阈值则对系统进行负

反馈来抑制系统的螺旋波 % 在实际问题上，对于整

个系统的格点变量进行同时观测可能会遇到困难 %
相对来说，对于系统中有限格点进行观测，看观测的

格点的快变量的值是否超过所设定的阈值来开启和

关闭负反馈控制器具有重要的意义 % 当然，观测格

点一般要选择在系统的边界，观测格点可以选择一

行或者一列，也可以选择一个非常小的方形区域，最

小可以到一个格点 %
这里我们研究和讨论只监测一个任意格点下的

负反馈对螺旋波的抑制问题 % 则（)）式控制器对应为

# # * !" "（$，%）&（ "（$"，%"）* ""）， （!）

其中 "（$"，%"）为观测点的快变量的值，在数值计算

中我们任意选择为 "（(，$)"）选择不同的阈值和反

馈强度来研究螺旋波在该反馈控制下的演化问题，

数值计算结果见图 & 和图 ( %
图 & 的数值计算结果表明：在对单个格点的快

变量进行监测并设定合适的阈值在比较小的反馈强

度下也可以完全消除螺旋波而使系统完全达到稳定

均匀态 % 和图 $ 的结果不同的是，虽然阈值完全相

同，但由于图 $ 的结果要求对整个系统的格点进行

观测并要求各个格点快变量的值处于阈值之内，否

则就有反馈施加到整个系统 % 显然要使整个系统的

格点的快变量的值都同步调地处于阈值下而自动关

闭反馈控制器的要求比较高 % 而图 & 的结果要求只

对单个格点的快变量的值进行观测并和阈值进行比

较来决定反馈控制器是否开启，这个要求相对容易 %
考虑到螺旋波具有自持续性和实际操作性，一般选

择观测点在系统边界和远离波头 % 如果观测点选择

在波头附近的话，由于反馈控制容易使波头移动进

+&,-$$ 期 尹小舟等：非连续反馈控制激发介质中的螺旋波



图 ! 螺旋波在非连续反馈下的演化（控制强度和阈值 !" # " $!，"" # " $%!）

一步使观测点达到阈值下而自动关闭了控制器，但

波头漂移到其他位置或者系统中则重新诱导出螺旋

波，这样不能完全控制住螺旋波 $
下面我们研究在比较大的阈值下螺旋波的镇定

问题，数值计算结果见图 % $
图 % 的数值计算结果表明：即使进一步提高阈

值，在对单个格点的快变量的值进行观测并选择比

较小的反馈强度仍然可以完全消除螺旋波并使整个

系统完全达到均匀态 $ 和图 ! 结果不同的是，在控

制的过程中螺旋波发生了破裂但很快被消除了 $
以上分别讨论了在全局观测和单个格点观测快

变量的值并和设定的阈值比较来决定是否开启反馈

控制器问题，可以看到在全局观测下要求阈值比较

小，在对单个格点快变量观测下阈值的选择范围相

对大些而且反馈强度比较小，系统的螺旋波也更容

易被消除而使系统达到稳定均匀态 $
在图 % 的数值研究中，我们选取的单个采样格

点是（%，&’"）相对靠近系统边界，且远离螺旋波中

心，在螺旋波没彻底消除前，螺旋波的片段通过扩散

作用仍然会影响该采样格点快变量的值，导致该采

样格点的快变量值与选择的阈值有差别，那么控制

器就打开并作用于系统，直到该采样格点的值与阈

值相同时才关闭控制器 $ 我们进一步从数值上研究

了采样格点比较靠近螺旋波中心的情况，数值结果

见图 ( $
图 ( 的数值结果表明，当采样格点接近螺旋波

的中心时，螺旋波则容易发生破裂，即使经过比较长

的暂态过程也不能消除，系统也不能达到均匀态 $
从实际控制的可行性角度看，我们一般先预测

系统快变量的最大幅值，选择其最大幅值的一半左

右作为阈值，选择系统边界的有限个格点，如一个格

点来作为采样监测 $ 将该采样点的值与阈值进行比

较来决定控制器的开启与关闭 $ 如果选择的采样点

接近螺旋波的中心，在反馈作用下该采样点很快接

近阈值，此时控制器就自动关闭 $ 那么在边界和远

离螺旋波中心的位置可能诱发出新的螺旋波，从而

很难在系统内彻底消除螺旋波 $ 另外一个问题是：

如果同时选择几个点来观测并和阈值进行比较，如

)!)( 物 理 学 报 %* 卷



图 ! 螺旋波在非连续反馈下的演化（控制强度和阈值 !" # " $!，"" # " $%）

图 & 螺旋波在非连续反馈下的演化（控制强度和阈值 !" # " $!，"" # " $%）（’）和（(）对应的采样

格点是（)""，)*"），（+）和（,）对应的采样格点是（-"，)*"）
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同时观测采样点（!，"#$），（%$，"#$）和（"$$，"#$），

实际上起决定作用的还是边界附近的采样点，因为

按照我们控制器的规则，必须三个采样点的快变量

的值都要和阈值相同，即使（%$，"#$）和（"$$，"#$）达

到了阈值，控制器还要工作直到（!，"#$）的快变量

的值也接近（!，"#$）为止 & 另外一方面，在实际控制

中，我们一般尽可能地选取最少的采样和控制点来

实验，因此，选取一个采样格点相对容易操作 &

’ ( 结 论

本文提出采用一类非连续反馈方法来控制激发

介质中的螺旋波 & 通过对系统的所有格点或者有限

格点快变量进行观测，当观测的格点的快变量值超

过了所选择的阈值时，负反馈控制自动作用在整个

系统上，在比较小的反馈强度下和恰当的阈值下可

以完全消除系统的螺旋波并使系统达到稳定均匀

态，而且，当系统达到稳定均匀态时，控制器自动关

闭，和通常采用的连续反馈等方法相比，该方法具有

控制代价小且具有自适应的特点，这可能为其他系

统螺旋波的抑制和斑图转变提供有意义的参考 &

感谢应和平教授和马军博士对本文工作的有益讨论和

建议 &
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