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主要研究了具有交错 ’()*+,-./0-1//23,4/)*（’3）相互作用的反铁磁 56/-607648 链的纠缠 9基于 :60-/;)2<*;4/=
460,4<*+/(*;/,0 84,>?（’3@A）的数值计算表明，交错 ’3相互作用消除了系统在外磁场 ! B "处的二级量子相变，从
而量子纠缠反常行为也随之消失；同时纠缠范围的发散也被消除，意味着该模型因子化点的消失 9交错 ’3相互作
用导致系统在任意强场下也不会达到铁磁饱和状态，从而保持着自旋纠缠 9交错 ’3相互作用有利于通过外场调
控纠缠程度和纠缠范围 9
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!江苏省高校自然科学研究项目（批准号：$#HEIDF$FC）资助的课题 9
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D N 引 言

反铁磁 56/-607648模型作为一个联系着量子信
息学和凝聚态物理两个领域的多体系统，其纠缠性

质和量子相变关系的研究近年来一直受到广泛而持

续的关注 9许多解析和数值研究都表明，量子相变的
反常行为将会反映在量子纠缠中［D］9然而作为对
56/-607648 相互作用一个修正项的 ’()*+,-./0-1//2
3,4/)*（’3）相互作用［"］，尽管其重要性在新近的理
论和实验工作中不断被揭示，并成为热点，但在相关

的量子纠缠的文献中［&］，只有很少的讨论，并局限于

较少格点的情况［F］9
’3相互作用来源于自旋轨道耦合，是一种具

有反对称性的各向异性超交换相互作用［#］，可用来

解释反铁磁材料中的弱铁磁（如 O*"P>QF）性以及其

他的新奇性质［G］9两个自旋 !D 和 !" 间的 ’3相互

作用项可写为 "·（!D R !"），这里 " 称为 ’3矢量，
其量级一般较小，但某些材料中其取值较大，如

P-P>P+& 的 S " S T # B $ND%［C］，苯甲酸铜的 S " S T # B
$NDD［%］，A*U- 中的耦合量子点的 S " S T # 取 $N$D—
$N%［V］9引入 ’3相互作用，将会对系统的量子纠缠

和量子相变产生重要影响 9本文主要研究交错 ’3
相互作用对外场作用下的一维反铁磁 56/-607648链
基态自旋纠缠的影响 9

" N 理论模型

晶格中的 ’3相互作用通常有均匀（"$ B "）和
交错（"$ B（ W D）$"）两种情况，具有交错 ’3相互作
用 56/-607648链的 5*</+;,0/*0为

! B "
$
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选择 " 沿 % 方向，偶数格点条件下，作局域旋转变

换［D$］，即格点 $ 的自旋绕 %轴旋转（ W D）$!"角（其中!

B ;*0WD"T #），即#& Y
$ B & Y
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$，上式变为
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其中$# B # X /" 9 可见，有交错 ’3 相互作用的
56/-607648链可等价为 ’’( 模型 9
在垂直于 " 矢量方向上施加均匀外磁场 #，

5*</+;,0/*0变为
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$
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若 ! 作用在 ! 方向上，则 !""#$%项可写成

!& ’ ( ")*+!,!#
"$!

# ( "+-%!,!#（( .）#"$%
#，

可见在 % 方向（即 " / ! 方向）出现了一个有效交
错场［.0］1
解析上研究 2$#-34*%-$%（.）是困难的，本文采用

数值方法对 $ ’ .5, 具有交错 67相互作用反铁磁
2"-+"%8"9:链进行研究 1为了方便，数值计算时选 "
矢量沿 % 方向，而在 & 方向上施加外场 !，系统
2$#-34*%-$%为

! ’!
#
［’（$!

#$!
#;. ; $%

#$%
#;. ; $&

#$&
#;.）

;（( .）#(（$&
#$!

#;. ( $!
#$&

#;.）］( "!
#
$&
# 1（,）

附加有效交错场将出现在 ! 方向，& 方向仍存在一
有效均匀场 1均匀场有利于形成铁磁序，而交错场有
利于形成反铁磁序，两种场的竞争会导致系统自旋

状态发生明显改变 1对于均匀 67作用，有效场在 !
方向、& 方向都是均匀的，它对包括纠缠在内的系统
性质的改变并不明显，计算也证实了这点 1本文研究
具有交错 67作用的反铁磁自旋链，计算了其自旋
单 纠 缠 ". （ *%"<4$%:3" ）［..］ 和 并 发 度 )
（)*%)=99"%)"）［.,］，计算中我们采用周期性边界条件 1
单格点（ #）约化密度矩阵## 可写为

［.>］
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其中，$0 ’ *，$.，$, 和$> 为 ?$=3-矩阵 1单纠缠为［..］

".（##）’ @A"4（##）1
双格点（ #，+）约化密度矩阵##+可写为

［.>］

##+ ’ .
@!

>

!，%’ 0
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定义半正定矩阵 , 为##+与其时间反演#B #+的乘

积

, ’##+#B #+

’##+（$% #$%）#
$
#+（$% #$%）1

令&.，&,，&> 和&@ 为 , 的 @个本征值，且&.%
&,%&>%&@，则并发度 ) 为［.,］

)（##+）’ #$C｛ && . ( && , ( && > ( && @，0｝1
对于 2$#-34*%-$%（,）描述的自旋系统，作对称性

分析［.@］，并注意到 2$#-34*%-$%（,）具有实数形式，可
以证明约化密度矩阵（@）的系数中只有下面几项不
为零，并满足以下关系：
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因此，在标准基（+4$%A$9A 8$+-+）（ ((〉，(

)〉，)(〉，))〉）下，
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单格点## 可通过对双格点#-F求偏迹（G$94-$3

49$)"）得到
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其中，2 ’ .
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根据关系（D）和##，##+形式，容易证明 )（##+）和

".（##）具有周期为 .的平移不变性，因此可记 )（5）

’ )（##，# ; 5）1

> H 两位量子比特的计算

为了了解交错 67相互作用和外场对自旋纠缠
的影响，先分析格点数 6 ’ ,（即两位量子比特）的情
况 1采用周期性边界条件，2$#-34*%-$%（,）可写为
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,），当 ( 5 ’*.时，由一级

微扰论计算系统基态并由此计算基态纠缠 1 6 ’ ,
时［.］，". ’［)（.）］, 1

.）弱场情形（0+"*,），波函数
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#（#）随 ! 的增大而减小，同样"# 也随 ! 的增大而
减小 )

$）强场情形（"$$），波函数

!! " ""〉%
!

$（" % $）"#〉&
!

$（" % $）#"〉，

#（#）" !$

$（" % $）$ & !$， （*）

#（#）随 ! 的增大而增大，同样"# 也随 ! 的增大而
增大 )

+）中间场情形（"%$），零级基态存在简并，交
错 ,-相互作用将解除简并 )波函数

!! " . #
!$
""〉%

#
$ "#〉&

#
$ #"〉

& !
$（" & $）##〉， （#!）

当 ! 为正时，!! 取正号；当 ! 为负时，!! 取负号 )

#（#）" $（" & $）（" &!$ ! & $）
’（" & $）$ & !$ ，

#（#）将随 ! 增大而增大，同样"# 也随 ! 的增大而
增大 )

’ / 大尺寸系统的 ,-01结果

我们采用 ,-01（2345678 9:7;6< ;34=;9:>6?:76=4
@;=AB）方法［#C］对 D:96>7=46:4（$）所描述的大尺寸系统
进行了研究 )在计算中，取系统格点数 $ " #!!，保留
C!!个态 )采用周期性边界条件，最大截断误差保持
小于 #!% * )
首先讨论系统的量子相变，讨论中均假定 % "

#)当系统不存在交错 ,-相互作用时，在 ! E " E $
区域处于 &’ 相，在 " F $区域处于饱和铁磁相，而
在 "G " $ 处会发生二级 H=I;=J5I8KL:>:B=J 相变［#M］)
为确定相变类型，根据 D3>>9:44KN3849:4定理有

2(
2" " #

$〈
!!
!"
〉" % #

$〈&) *
+〉" % ,+ )

图 #给出了不同强度交错 ,-相互作用下磁化
强度 ,+ 与外场" 的关系，图 $给出了 2,+ O2" 与外
场的关系 )计算表明，当 ! " ! 时，2,+ O2" 在 " " $
处发散，表明系统存在相变 ) 2,+ O2" 不连续即是

图 # 磁化强度随外场的变化

图 $ 磁化强度对外场导数随外场的变化

图 + 最近邻并发度随外场的变化

2$ ( O2"$ 不连续，故在 " " $ 处发生的相变是二级
相变 )当存在交错 ,-作用时，系统的 2,+ O2" 在 "
" $ 处发散行为消失，而且系统在有限外场下无法
达到饱和磁化 )图 # 和图 $ 分别给出了 ! O % " !/#，
!/$，!/+的情况 )这表明交错 ,-相互作用的引入，
消除了外磁场所导致的二级量子相变 )
我们还研究了系统的自旋纠缠 )图 +、图 ’分别
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图 ! 最近邻并发度对外场导数随外场的变化

给出了不同强度交错 "#相互作用下，最近邻并发
度 !（$）和其对外场导数 %!（$）&%" 随外场的变化
关系曲线 ’无交错 "#相互作用时，由图 ! 可看到，
%!（$）&%" 在" ( ) 处发散 ’在 " * ) 的区域，!（$）
( +，这一结果是合理的，图 $表明 " * ) 是系统处
于饱和磁化状态，即系统具有饱和的铁磁序，系统自

旋处于无纠缠状态 ’
存在交错 "#相互作用时的自旋纠缠行为与无

交错 "#相互作用情形不同 ’我们分别计算了 # & $
( +,$，+,)，+,-情形，系统基态并发度随外场的变化
关系 ’计算结果表明，并发度 !（$）在 " ( ) 附近的
行为发生了明显改变，%!（$）&%" 不再发散且变得
光滑连续 ’这一结果应表示交错 "#相互作用导致
" ( ) 附近的量子相变的消失 ’ 可见，对于
./0123451/5（)）描述的系统，自旋纠缠能够反映系统
的量子相变 ’
交错 "#相互作用导致场致量子相变消失，但

计算表明 %!（$）&%" 在" ( )附近存在极值，对于 #
( +,-，%!（$）&%" 在" ( "0 ( $,66+处取极值，对于
不同的交错 "# 相互作用强度，"0 都在 " ( ) 附
近 ’由图 -可以看到，不同交错 "#相互作用的系统
基态并发度 !（$）在 " ( +和 " ( )附近聚集 ’当 "
( +时，# ( +，+,$，+,)，+,- 的并发度 !（$）分别是
+,-78!9，+,-78!9，+,-78!!，+,-78-:，在 " ( +附近
的聚集是由于 # 导致的各向异性很弱，如当 # (
+,-时，!$ ( $,+!!，如此弱的各向异性对无外场 %%&
链并发度的影响很小［$:］’在 " ( )附近 !（$）的聚集
源于不同的起因 ’图 -表明在聚集区左侧，# 的增加
使并发度减小；而在右侧，# 的增加使并发度增大 ’
为了解这一有趣的现象，对相邻两格点在混合基

（01;<% =/>1>）下的约化密度矩阵进行分析 ’混合基

为 !$〉( ""〉，!)〉( ##〉，!-〉(
$
$)
（ "

#〉? #"〉），!!〉(
$
$)
（ "#〉@ #"〉）’由

（8/）和（8=）式容易证明，无交错 "#相互作用时，混
合基下的约化密度矩阵不存在非对角项 ’在弱场下
（+% "&)），反铁磁 .<1><5=<AB 相互作用占主导，

!!〉出现概率大，!$〉出现概率小；在强场下（"’
)），外场占主导，!$〉出现概率大，!!〉出现概率

小 ’而两种情况下 !)〉和 !-〉出现概率始终很

小［$7］，两位量子比特的结果（7）和（6）式也表明了这
一结果 ’
存在交错 "# 相互作用时，（ @ $）’#（ ()

’(*
’ ? $ @

(*
’()

’ ? $）将 !$〉变成 !!〉（这种效应类似于横向交错

场，而对于均匀 "#相互作用项，这种转变在对格点
求和后抵消）’同时，交错 "#相互作用也将 !!〉转

变为 !$〉（数学上是转变为 ""〉和 ##〉，但

##〉被外场所抑制，这点由（6）式也可以看到）’
!)〉和 !-〉在能量上是不利的，出现概率很小，数

值计算也证实了这点 ’因此，当 " 较小时，交错 "#
相互作用使纠缠减弱，当 " 较大时，交错 "#相互
作用使纠缠增强 ’当 " 取中间场强时，!$〉和 !!〉

出现概率相差不大，交错 "#相互作用增强和减弱
纠缠的效应将近似抵消，故此时交错 "#相互作用
对纠缠的改变将很小，表现为图 -所示的各 !（$）C"
曲线在 " ( )附近聚集 ’图 -表明，存在交错 "#相
互作用时，系统在强场下仍保持纠缠 ’从有效场的角
度看，即便在强场下，也存在有效均匀场和有效交错

场的相互竞争，故系统始终不能达到饱和铁磁态，系

统基态始终存在纠缠 ’
图 9给出了单纠缠"$ 随外场 " 变化的计算结

果 ’交错 "#相互作用对单纠缠的影响与对并发度
的影响类似，单纠缠在 " ( )的反常也消除 ’图 8给
出了 " ( )时交错 "#相互作用对最近邻并发度和
单纠缠的影响，并发度 !（$）和单纠缠"$ 都随 # 的
增大而增大，在接近 # ( +处，两者增大非常快，而
在 # 大于约 +,+9后，增大减慢 ’
无外场（" ( +）时，无论是否存在交错 "#相互

作用，非最近邻纠缠均为零，外加磁场可以导致不为

零的 非 最 近 邻 自 旋 纠 缠 ’ 采 用 纠 缠 范 围 +
（<53/5B2<0<53 A/5B<）［$6］反映非最近邻纠缠的特性，其
定义是两格点间纠缠不为零的最大距离 ’ DE=151等
人［$7］用量子#453< F/A24方法计算了无交错 "#相互

+:): 物 理 学 报 9:卷



图 ! 单纠缠随外场的变化

图 " !# " $ %的纠缠随 &’相互作用强度的变化

图 ( ## " $ )时各近邻并发度随外场的变化

作用的 *+,-+./+01链（$ $ "2）的非最近邻纠缠，我们
采用 &’34方法计算了 $ $ 5)) 的系统，计算结果
如图 (所示 6计算表明，加外场后，无交错 &’相互
作用的 *+,-+./+01链的 % 在!!%时发散，此时任意
两格点自旋都将存在纠缠 6 % 的发散标志着因子化
点（789:;0,<,.1 =;,.:）的出现，系统基态可写为直积态 6

图 > ## " $ )?5时各近邻并发度随外场的变化

对于各向同性的 *+,-+./+01 链，因子化点恰好也是
相变点，但一般情况下，因子化点与相变点可能不是

同一点 6图 (中的子图给出了不同 % 对应的最小外
场!，非最近邻纠缠将在外场大于某一数值后相继
出现，这也意味着外场可作为一个“纠缠开关”［%)］使

非最近邻纠缠依次打开 6在无交错 &’相互作用时，
我们的计算结果与 @A/,.,等人［%5］的结果一致 6
交错 &’相互作用对非最近邻纠缠的产生重要

的影响 6当系统增加交错 &’相互作用后，% 在 ! $
%处的发散被消除，这一结果也反映了交错 &’ 相
互作用的引入消除了 ! $ % 附近的场致量子相变 6
图 >给出了 # $ )?5时各种距离的纠缠 &（ ’）随 !
的变化 6我们仅计算到 &（!），这是由于当 ’""时，
由于计算精度和 &’34误差的限制，&（’）的计算变
得困难 6如图 >的子图所示，对 % 外推，当 !!B时
%!B，所以当 ’""时，&（ ’）应该是存在的（很小
但不为零）6这一结果也表明，任意强度的交错 &’
作用将 # $ )时 ! $ %的因子化点推到了无穷远 6同
时可以看到，交错 &’相互作用改变了出现 &（’）对
应的最小外场，即改变了“纠缠开关”的阈值，并使非

最近邻并发度的 &（’）C! 曲线的峰值减小 6

! ? 结论及讨论

&’相互作用作为计入自旋轨道耦合后的修正
项，其存在将引起自旋系统发生变化 6我们对于外场
作用下的一维反铁磁 *+,-+./+01 链的研究表明，交
错 &’相互作用将使外磁场所导致的 () 相到铁磁
相的量子相变被消除，量子纠缠的反常行为也同时

消失，纠缠范围的发散也被消除，标志着因子化点消

失 6这说明量子纠缠和量子相变的确存在着密切关
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系 !同时，外场作为一个易于实现的“纠缠开关”，可
以用作调控，使系统的非最近邻纠缠逐一“打开”!然
而由于交错 "#相互作用的存在，导致系统在强场
（! 与" 不平行）下不能达到铁磁饱和状态，从而始
终保持着自旋纠缠，因此增大外场不会将最近邻纠

缠和非最近邻纠缠关上 !并且，在对最近邻纠缠调控
过程中不会出现非解析的反常行为，这和横场下的

##$ 链不同［$%］!尽管 ##$ 链也在强场下保持着自
旋纠缠，然而，在有限外场下系统仍然可以发生场致

量子相变 ! 无交错 "# 相互作用的一维反铁磁

&’()’*+’,-链，一方面 %（%）的值在 ! . $ 附近随外
场变化太快而不利于纠缠程度的调控，另一方面 &
在! . $附近对外场过于敏感而不利于纠缠范围的
调控 !加入交错 "#相互作用可以有效地改善对纠
缠调控，图 /表明 %（%）在 ! . $附近随外场变化明
显变缓，这有利于对纠缠程度的调控，图 /的子图显
示交错 "#相互作用使得通过外场调控纠缠范围，
比无交错 "#相互作用情形要容易 !
本文的部分数值计算由经修改后的 0123 计

划［$$］的 "#45代码所实现 !
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