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在直线加速 ()**+,-.+/时空中，将相互耦合的 0),12方程化为二阶方程，采用新的乌龟坐标变换，在视界面附近
消除二阶方程中的耦合化成了标准波动方程，得到辐射温度函数和 3145)*6热辐射谱 7

关键词：黑洞，0),12方程，乌龟坐标变换，3145)*6辐射
,-..：&$’"8，"!#"

!重庆市教育委员会科学技术项目计划（批准号：(9"$%%%%）资助的课题 7

% : 引 言

自从 3145)*6 指出黑洞会发射热辐射以来，人
们在黑洞热力学的研究上做了大量工作，特别是赵

峥等人［%—;］在 01<=>,?@>AA)*) 工作的基础上发展出
来的广义乌龟坐标变换法，在研究各类动态黑洞的

3145)*6辐射上获得了很大的成功 7但该方法用于研
究动态轴对称黑洞和任意加速 ()**+,-.+/ 黑洞中
0),12粒子的 3145)*6辐射时遇到了困难，原因是在
这两类黑洞中相互耦合的 0),12方程不能经过分离
变量法而完全退耦，则在视界面附近不能化成单一

分量的标准波动方程 7 %" 年以后，吴双清和蔡勖等
人［!—%"］建议了处理该问题的一种方法，他们对一阶

和二阶 0),12方程同时作乌龟坐标变换处理，然后利
用一阶方程提供的关系式去消除二阶方程的相互耦

合项，使得每一个分量满足的二阶方程在视界面附

近都能化为单一分量的标准波动方程，成功地处理

了这两类黑洞中旋量粒子的热辐射问题，这种方法

简洁明了，具有普适性 7文献［%%］对电磁直线加速动
态黑洞中 0),12粒子的 3145)*6辐射作了探讨，得到
了相应的结果，但其对 0),12方程处理的方法较为繁
杂，不具有一般性 7而文献［%#］采用的是不同的乌龟
坐标变换对同一课题作了探讨，讨论不是完整的，部

分结论也不成立 7
本文用吴双清和蔡勖建议的方法和新的乌龟坐

标变换［%;］，讨论直线加速 ()**+,-.+/ 黑洞中荷电

0),12粒子的 3145)*6辐射，在视界面附近将相互耦
合的 0),12方程进行了完全退耦，化成为单一分量的
标准波动方程，得到黑洞辐射温度函数，导出

3145)*6热谱公式 7

# 7 直线加速 ()**+,-.+/ 的时空线元和
零标架的选取

作直线加速 ()**+,-.+/的时空线元为
B !# C """ B## D #""% B#B $ D #""# B#B!

D "## B!# D ";; B"
#， （%）

式中

""" C % E #%
$ E #&$2=-! D ’#

$#

E !& ’#

$ 2=-! E $# ( #，

""% C "%" C E %，

""# C "#" C E $# (，

"## C E $#，

";; C E $# -)*#!7

（#）

而 ( C E &-)*!，参量 % C %（ #）和 ’ C ’（ #）分别是
黑洞的质量和所带电荷，& C &（ #）是加速度参量 7
容易计算出度规行列式和非零逆变分量为

" C E $! -)*#!，
""% C "%" C E %，

"%% C E % E #%
$ E #&$2=-! D ’#

$# E !& ’#

$ 2=-[ ]! ，
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!!" # !"! # "，

!"" # $ !
#"
，

!%% # $ !
#" &’("!

)

（%）

令黑洞的事件视界面方程为

$ # $（ %，#，!）# *
或

#$ # #$（ %，!）， （+）
则（+）式应该满足零曲面方程条件：

!"#!$
!&"
!$
!&#

# *) （,）

由（+）式和（,）式可得

!$
!#
!#
!% $!$!% # *，

!$
!#
!#
!! $!$!! # *，

（-）

由（%），（,）和（-）式可得事件视界 #$ # #$（ %，!）方程
满足

! $ "’
#$

$ "(#$ ./&! 0 )"

#"$

$ +( )
"

#$
./&! $ " #$% 0 " "#$! 0

#"$!
#"$

# *， （1）

其中 #$% #!# 2!% 3 # # #$
，#$! #!# 2!!3 # # #$

)

由度规分量（"）式选取如下的零标架协变分量：
*" #［! * * *］，

+" #［!** 2" $ ! $ #" " *］，

," # #
!"
［* * ! ’&’(!］，

"," # #
!"
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和逆变分量
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," # !
!" #

* #" " $ ! $ ’
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"," # !
!" #

* #" " $ ! ’
&’([ ]! )

（5）

不难证明，（4）式和（5）式满足零标架的定义式（见文
献［%］）)

% )弯曲时空的 6’78.场方程

在弯曲时空中的 6’78.场方程为

（- 0$ $% 0 ’.!"*"）/!

0（#& 0"$’ 0 ’.0"","）/"

# ’"* 1! !2 "，

（( 0" $) 0 ’.!"+"）/"
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（( 0"
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$（#& 0*
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# ’"* /! !2 "， （!*）
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- #!**
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( #!!!
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& #!*!
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#& #!!*
· #","!" )

（!!）

"* 和 . 分别为 6’78.粒子的静止质量和静止电量 )
!" 为黑洞所带电量所产生的电磁四矢，/!，/"，1!

和 1" 为波矢量的四个分量，它们都是时空坐标

（ %，#，!，,）的函数 )按照文献［%］提供的方法计算出
非零的旋系数如下：

% # !
# ，

) # $ !
+ !**，!，

* # $ !
!" #

./9!，

’ # !
!" " #

./9! $ "
!"
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，
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!**，"
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式中

!**，! #!!** 2!#，

!**，" #!!** 2!!，
"，% #!" 2!% )

将（5）、（!!）和（!"）式代入（!*）式得到 6’78.粒子的
一阶方程：
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!! !& (
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式中
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#
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!
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为了考察 4%56-粒子的辐射，现将（"’）式中的 &" 与

（")）式中的 &! 分别代入（"*）式和（"+）式，得到

4%56-粒子的二阶方程：
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!
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将（"3）式代入到方程（"7）和（"8）中，经过计算整理
得到二阶方程的明显表达式：
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在（!&）和（!"）式中含有一阶导数和零阶导数交叉
项，特别的是在（!&）式中交叉项!"! 9!# 的系数与旋
系数$（见（"!）式）成正比 2另外 ,""，,!"是 "" 的系

数，,"!，,!!是 "! 的系数，后面将看到该系数对

4%56-粒子的热辐射没有关系，所以可以不予明显
表式 2

) 2乌龟坐标变换

作乌龟坐标变换，令

#" $ "
!%（ (&，"&）

:1［ # # #-（ (，"）］，

(" $ ( # (&，

"" $" #"& 2

（!!）

式中，#- 为黑洞的事件视界；%为调节参数（后面将
看到%即为表征黑洞 ;6<=%1>辐射的温度函数）并
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且在乌龟坐标变换下不变；!!，!! 是与乌龟坐标变

换无关的任意常数 "
虽然方程（#!）和（#$）式是不能对 !，"，!，" 经

过分离变量法面完全退耦的，而考察事件视界处 "#
在时刻 !!、极角!! 时的 %&’()*+ 辐射效应，所以只
对它们在视界 "#（ !!，!!）处附近行为感兴趣 "首先
将乌龟坐标变换（##）式代入方程（$,）和（$-）式，并
逐项乘以 ##（ " . "#）后，再求其 "! "#（表示 !! !!，

!!!!）时的极限，得到在事件视界附近的 $$ 与 $#

之间关系式
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再将乌龟坐标变换（##）式代入到方程（#!）和（#$）
式，同样逐项乘以 ##（ " . "#），经整理后得到
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#
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. ))# %’$ .
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/
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.
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&!!，#
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和
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.
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!!#
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!"
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#
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/ ") #
"# 3)*!
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式中 "#!! 0!# "# 8!!# 9 " 0 "#
，而系数 ’ 为

’ 0
&!! / "# %# . # "#! / # %"#! / "##!8 "

#

##（ " . "#）
" （#:）

6 " 视界面附近的标准波动方程

我们希望能将用乌龟坐标表示的 ;)<&1二阶方
程，在黑洞事件视界面附近化为单一分量的标准波

动方程，要求当 "! "# 时，方程（#6）和（#7）式中第一
项!# ! 8!"##系数 ’ 的极限应为一个常数，必须有其
分子在 "! "# 时的极限趋近于零，得到确定黑洞事
件视界位置的方程：

$ . #+
"#

. #("# 123! / ,#

"##
. -( ,

#

"#
123!

. # "#! / # %"#! /
"##!
"##

0 !， （#=）

与从零曲面方程导出的结果（见（:）式）一致，但两者
成立的范围不同 "方程（:）式对任意时刻 !，任意极
角!成立；而方程（#=）式只对固定时刻 !!，固定极
角!! 成立，是方程（:）式在 ! 0 !!，!0!! 时的特殊

情形 "在视界面附近，!# $ 8!"##系数 ’ 的极限值为
!8!型，可用罗必塔法则求极限并调节参数#，使该
系数的极限趋近于 $，得到

# 0（+ / #(,# 123!）8 "#

.（,# / "##!）8 "
# . (123! 9 " 0 "#

" （#>）

我们看出，在视界面附近二阶方程（#6）和（#7）式中

$=#$#期 杨 波：直线加速 ?)**@<3A@B黑洞中 ;)<&1粒子的热辐射



还含有一阶导数的交叉项，它使得每一个分量所满

足的方程没有完全化为单一分量的标准波动方程 !
我们按吴双清和蔡勖建议的方法，将关系式（"#）式
分别代入（"$）和（"%）式中，每一个方程中的一阶导
数交叉项就被完全消除，可得到

!" !&

!""!
’ " !

" !&

!"!!#!
( " $ ’

"%!
"( )"

!" !&

!"!!!!

{’
&))

" (
&))，&

" ’ "’*+,! (
$"%!
"

’
""%!
"# (

"%!
"" *+-! (

"%!!
""

’ .( [" )) ’（&)) ’ "" $ " ( "%# ’ $"%!）)&

( $ ’
"%!
"( )" ) ] }"

!!&

!"!

/ " "
"" $ ’ "%

(
!

" $&)) ( "$&))，& ’ " "$，#

’
&))，"

" ’ " $"%# ’
&)) "%!
" )"

!!&

!"!
， （#)）

和

!" !"

!""!
’ " !

" !"

!"!!#!
( " $ ’

"%!
"( )"

!" !"

!"!!!!
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&))

" ’
&))，&

" ’ " "$" ’ "’*+,!

’
$"%!
" ’

""%!
"# (

"%!
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"%!!
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( $ ’
"%!
"( )" ) ] }"

!!"

!"!

/
（ "" $ ’ "%!）"%!

"#
!!"

!"!
， （#&）

在视界面附近的标准波动方程可统一写成

!" !
!""!

’ " !" !
!"!!#!

’ "* !" !
!"!!!!

’（+, ’ ."")）
!!
!"!

/ )， （#"）

式中各项的系数为

* / ( $ ’
"%!
"( )"

" / "%

，

") / (［)) ’（&)) ’ "" $ " ( "%# ’ $"%!）)&

( $ ’
"%!
"( )" ) ]"

" / "%

，

+& /
&))

" (
&))，&

" ’ "’*+,!

’
"%!
"

"%!
"" ( $ ( *+-!( )" (

"%!!
""

( " "
"" $ ’ "%

[
!
（"&)) ’ " "%# ( "&))，&）$

’ " "$，# ’
&))，"

" ’
&)) "%!
" ]"

" / "%

，

+" /
&))

" ’
&))，&

" ’ " "$" ’ "’*+,!

(
"%!
"" *+-! (

"%!!
"" " / "%

! （##）

% ! 解析延拓及辐射谱

在视界面附近，方程（#"）的解可写成
! / -（ "!）#（!!）0

(."#! ’ ..$ ! （#1）
将（#1）式代入（#"）式可得

2#
2! /%#，

2" -（ "!）
2 ""!

’［+, ’ "*% ( ."（" (")）］
2-（ "!）
2 "!

/ )，

（#$）
入射波与出射波分别为

! .3 / 0( ."#! ’%!! ’ ..$，

!+4- / 0( ."#! ’%!! ’ ..$0(（+, ’"*%）"! ’ ."（"(")）"! ! （#%）
在视界面附近出射波可写成

!+4- / 0( ."#! ’%!! ’ ..$（ " ( "%）(
（+, ’"*%）5"&（ " ( "%）.

（"(")）5& !
（#6）

显然，!+4-在视界面处具有非解析，（#%）式只能
描述视界面处外面的出射粒子，不能描述视界面处

内部的出射粒子，为此通过下半复平面绕过视界面

外解析延拓到视界面内部，即

" ( "% " 7 " ( "% 7 0( ." /（ "% ( "）0(."，

于是，在视界面内部的出射波为

#! +4- / 0( ."#! ’%!! ’ ..$［（ "% ( "）0(."］(（+, ’"*%）5"&

8［（ "% ( "）0(."］.（"(")）5&

/ 0(."#! ’%!! ’ ..$0(（+, ’"*%）"! ’ ."（"(")）"!

8 0."（+, ’"*%）5"&0"（"(")）5& ! （#9）
出射波在视界面处的散射概率为

7 !+4- 5#! +4- 7 " / 0(""（"(")）5&， （#:）
根据 ;<=+4>?@4AA.3.［&1］和 B<33<3［&$］方法，不难得到出
射波的黑体谱为

/"
" /［0（"(")）5 0C 1 ’ &］(& ! （1)）

其中 0C 为玻尔兹曼常数，1 /&5""0C 为黑洞辐射温
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度 !!是由（"#）式给出，从这里可以看出!正是
$%&’()*辐射的温度函数 !

+ ! 结 论

总之，求解直线加速 ,())-./0-1黑洞中 2(.%3方
程，将耦合 2(.%3方程中每一个方程式化成两个分量
的耦合方程，利用新的乌龟坐标变换，得到决定事件

视界的位置和辐射温度函数，将两个分量的耦合方

程进行了退耦，使得每一个分量满足的二阶方程化

成了标准的波动方程，证明了在直线加速 ,())-./0-1
黑洞中荷电 2(.%3粒子也具有 $%&’()*辐射谱 !结果
表明事件视界的位置和辐射温度不仅随时间变化，

而且依赖于角度 !
如果利用旧的乌龟坐标变换来讨论该问题，得

到的辐射温度函数!为

! 4 5
!

"! 6 #!738/" 6 $" 9 "#$" !38/" 6 !"%"
""! 9 "#!738/" 6 $" 9 :#$" !38/" 9 !"%" ! 4 !%

，

（:5）
与之相比，（"#）式所表示的比较简洁 !在不同的乌龟
坐标变换下，得到的视界面位置方程和辐射谱的形

式是完全相同的，但是辐射温度函数有些差别 !

作者曾与赵峥教授和朱建阳教授进行过讨论，在此表示

感谢 !
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