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研究了色噪声激励下的 )*+系统的相变问题和平均首次穿越时间，并推导了系统的定态概率密度函数和平均
首次穿越时间表达式 ,结果表明，参数!，"和#可以诱导相变，且存在锁定现象，各个参数对平均首次穿越时间都
有很大影响，但影响效果有很大不同 ,
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# A 引 言

近年来，噪声诱导下的相变问题及噪声对平均

首次穿越时间的影响一直受到广泛关注［#—.］, B>67
等［#］最早给出了一致有色噪声近似理论 , C2:等［%，&］

给出了色噪声驱动的双稳系统的概率密度的表达

式 , D3?等［-］研究了白关联的色噪声和白噪声驱动的
双稳模型的平均首次穿越时间 , B32等［’］和 E?3等［(］

分别研究了由白关联和色关联加性和乘性白噪声驱

动的双稳系统的平均首次穿越时间 ,靳艳飞等［"］研
究了色关联的色噪声驱动的双稳杜芬模型 , F>:
等［G］讨论了由色关联的乘性色噪声及加性白噪声驱

动的双稳系统的随机共振现象 ,最近，H42I8:6 等［#$］

提出了一维 )*+（ J3KL 9>790627>1:）系统，余思宁
等［##］研究了该系统在白噪声诱导下的相变情况 ,但
对于色噪声作用下的 )*+神经元系统的研究还未
见诸报道 ,
本文研究了相互白关联的乘性色噪声和加性白

噪声共同作用下的 )*+系统的平均首次穿越时间
以及色噪声诱导下的 )*+ 系统的相变问题 , 当

""$，色噪声诱导下的 )*+系统的相变问题退化为
文献［##］的研究，当 ! M $，乘性色噪声和加性白噪
声共同作用下的 )*+系统退化为文献［#$］的情形 ,
文章首先给出了乘性色噪声和加性白噪声共同作用

下的 )*+系统的 )NO方程（):PP?I0N4268P ?;>2K3:6）

及定态概率密度函数的表达式，从而得到了它的平

均首次穿越时间的表达式，最后分别讨论了噪声强

度、关联系数及关联时间对系统的定态概率密度、平

均首次穿越时间的影响 ,结果表明噪声强度、噪声之
间的关联系数及关联时间对系统的定态概率密度及

平均首次穿越时间都有很大影响 ,然后根据 Q+CH
（>63J3?@ 8:4:I?@ 6:3R? 2==I:S312K3:6）理论［#］给出了色
噪声单独激励下的 )*+系统的 )NO方程，得到了系
统的定态概率密度函数的表达式，通过其考察了相

变问题 ,结果表明色噪声的关联时间、噪声强度和系
统的奇异系数对系统有着很大的影响，但影响效果

不一样 ,

% A 色噪声作用下的 )*+神经元系统

考虑文献［#$］提出的一维 )*+神经元系统（无
量纲形式）：

@" T@ # M "（$ U "）（ " U #）U %" V$（ #），（#）
其中 $ 反映的是系统的快变程度，% 为正常数，反映
的是慢变量对系统的影响，本文参考文献［#$，##］取
$ M $A’，% M $A$# ,$（ #）是具有零均值的高斯白噪
声，且有统计性质〈$（ #）$（ #W）〉M %!%（ # U #W），式中
!为白噪声强度 ,需要指出的是，因为相比原神经元
系统省略了慢变量方程，为了使得系统从一个定态

过渡到另外一个定态情况，在这里噪声$（ #）是必须

的 ,由（#）式可知，势函数 &（ "）M $ V %
% "% U $ V #

& "&
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! "
# !#，它有两个稳定不动点 !"" $ %，!"& $［ # ! " !

（# ’ "）& ’ #! $］(&，一个不稳定不动点 !% $［ # ! "

’ （# ’ "）& ’ #! $］(& )
现实中，神经元的膜电压从激发状态迅速趋于

定态的过程，故可以合理地假设系统的内部噪声应

该也具有某种色噪声性质 )现考虑如下神经元系统：
*! (* & $ !（# ’ !）（ ! ’ "）’ $! ! !!（ &）!"（ &），

*!（ &）(* & $ ’!(# !$（ &）(#， （&+）
其中$（ &）和"（ &）是高斯白噪声，且满足如下统计
性质：

〈$（ &）〉$〈"（ &）〉$ %，
〈$（ &）$（ &,）〉$ &’%（ & ’ &,），
〈"（ &）"（ &,）〉$ &&%（ & ’ &,），

〈$（ &）"（ &,）〉$〈"（ &）$（ &,）〉$ &’ ’!&%（ & ’ &,）)
（&-）

则由文献［".—"/］知，系统（&）等价于随机系统：
*! (*! $ !（# ’ !）（ ! ’ "）’ $! ! !!（ &）!"（ &），

（.+）
其中!（ &）是零均值的高斯色噪声，且有

〈!（ &）!（ &,）〉$ ’
#

012 ’ "
#

& ’ &[ ], ，（.-）

式中 ’ 和&分别为乘性色噪声强度和加性白噪声
强度，’和#为色噪声!（ &）和白噪声"（ &）之间的关
联系数和关联时间，且 ’ ""’""，当’$ %，退化为
不相关情形 )
由 3456理论［"］及文献［&］结论知方程（&）所对

应的概率分布函数 (（ !，&）所满足的近似的 789方
程为

!(（ !，&）
!& $ ’ !!!

)（ !）(（ !，&）! !
&

!!&
*（ !）(（ !，&），

（#）

其中

+（ !）$ !（# ’ !）（ ! ’ "）’ $!，

)（ !）$ +（ !）(,（#，!）! *（ !! ）（ *（ !! ））,，
*（ !）$［-（ !）(,（#，!）］&，

-（ !）$［’!& ! &’ ’!&! !&］"(&，
,（#，!）$ " ’#［+（ !）, ! +（ !）( !］)
从而可得定态概率密度函数为

(（ !）$ .
*（ !! ）

012 ’
#/（ !）{ }’ ， （/）

其中 . 为归一化常数，广义势函数为

#/（ !）$ ’$ +（ !）,（#，!）
!& ! &’ &(! ’! !&(’

*!

$ ’ )" !# (# ’ )& !. (. ’ ). !& (& ’ )# ! ’ 0（ !），
（:）

式中

#" $ # ! $，#& $ # ! "，

1" $ ’ #"，1& $ #& ! #" #&，

1. $ ’（#&
& ! &#"# ! "），

1# $ .#&#，1/ $ ’ &#，

2" $ &’ &(! ’，2& $&(’，

)" $ 1/，)& $ 1# ’ 1/ 2"，

). $ 1. ’ 1/ 2& ’ )& 2"，

)# $ 1& ’ )& 2& ’ ). 2"，

*" $ 1" ’ ). 2& ’ )# 2"，

*& $ ’ )# 2&，

0（!）$
*"

&（;< !& ! 2" ! ! 2& ’ 2" 3（!））! *& 3（!），

3（ !）$ &
#2& ’ 2! &

"

+=>?+<
&! ! 2"

#2& ’ 2! &
"

)

由（:）式及最速下降法［"&］可求得系统平均首次
穿越时间，其表达式为

4 !（ !"" % !"&）$
&"（# ! $ ’ &（# ! "）!"" ! .!&""）（# ! $ ’ &（# ! "）!% ! .!&%） ’"(&

*（ !""! ）
012
#/（ !%）’#/（ !""）{ }’

，

4 ’（ !"& % !""）$
&"（# ! $ ’ &（# ! "）!"& ! .!&"&）（# ! $ ’ &（# ! "）!% ! .!&%） ’"(&

*（ !"&! ）
012
#/（ !%）’#/（ !"&）{ }’ )

（@）

.A 噪声对 7B4神经元系统的影响

根据（/）—（@）式，讨论乘性色噪声强度 ’ 和加

性白噪声强度&、关联系数’及关联时间#对定态
概率密度分布函数和平均首次穿越时间的影响 )
图 "和图 &给出了定态概率密度函数 (（ !）随

噪声强度 ’ 和&变化的情况 )由图 "可看出当参数
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!! "#$，! ! "#$，"! "#$时，定态概率密度函数的峰
出现在零点及 %#$附近，这恰好和系统（%）中势函数
的两个稳定不动点的位置是一致的，随着#变大，

图 & #! "#%，! ! "#$，!! "#$定态概率密度函数

图 ’ !! "#$，#! "#%，"! "#$定态概率密度函数

图 % !! "#$，! ! "#$，"! "#$定态概率密度函数

"（ #）由单峰结构变为不对称的双峰结构，即此时系
统发生了相变 (另外，峰的高度随着#变大而降低 (
由图 ’可看出，当! ! "#$，# ! "#%，"! "#$时，随着
! 变化 "（ #）保持单峰结构不变，即 ! 不能诱导相
变 (图 &—)给出了关联时间"对定态概率密度函数
及系统平均首次穿越时间的影响 (图 &给出了 "（ #）

随关联时间"变化的情况 (从图 &中可看出，当#!
"#%，! ! "#$，!! "#$时，而"取 "#%时 "（ #）具有单
峰结构，随着"变大，当"! %#’时，"（ #）具有不对
称的双峰结构，即此时系统发生了相变，且当 "（ #）
具有单峰结构时，峰的高度随着"变大而变小 (
图 *—)给出了当参数#（或 !）和!固定取值时，系
统正（负）向平均首次穿越时间$ +（$ ,）作为噪声

强度 !（或#）的函数随关联时间"变化而变化的情
况 (由图 *和图 -知当#! "#%，!! "#$，而"分别取
"#%、"#&和 "#$时，$ +都随着 ! 变大而变小，$ ,随

着 ! 变大而先变大后变小，而当# ! "#%，! ! "#$
时，固定 !，$ + 将随着"增加而稍微变大，但影响
不大，$ ,将随着"增加而迅速变大 (由图 $ 和图 )
知当 ! ! "#$，! ! "#$，而"分别取 "#%、"#& 和 "#$
时，$ + 都随着#变大而变小，$ , 随着#变大而都
迅速变小，而当 ! ! "#$，! ! "#$时，固定#，同图 *
情形一样$ +将随着"增加而稍微变大，但影响不
大，$ ,将随着"增加而迅速变大 (图 .—%’给出了

关联系数!对定态概率密度及平均首次穿越时间
的影响 (由图 . 可看出当# ! "#$，! ! "#$，" ! "#$
时，随着!逐渐变大，定态概率密度函数 "（ #）的形
状由不对称变为对称，然后又变为不对称，且左峰的

高度不断增大，右峰的高度不断变小，在! ! , "#$
左右，"（ #）具有近似对称的双峰结构，继续增大!，
左峰高度明显高于右峰高度 (图 /—%’ 给出了当参
数#（或 !）和"固定取值时，系统正（负）向平均首
次穿越时间$ +（$ ,）作为噪声强度 !（或#）的函
数随关联时间!变化而变化的情况 (由图 /和图 %%
知当# ! "#%，" ! "#$，而!分别取 "#%、"#& 和 "#$
时，$ +随着 ! 变大而变小，$ ,随着 ! 变大而先变

大后变小，且对固定的 !、#和"，$ +随着!增加而
迅速变小，而$ ,对较小的 !，将随着!增加而迅速
变大，随着 ! 变大，这种单调增性慢慢变为单调减
性 (由图 %"和图 %’知当 ! ! "#$，"! "#$，而!分别
取 "#%、"#&和 "#$时，$ +随着#变大而变小，而$ ,

随着#变大而迅速变小，对固定的 !、#和"，$ +都

将随着!增加而变小，$ , 将随着!增加而迅速变
小，这与图 )中$ ,随着"的变化情况正好相反 (比

较各图，发现#和"对定态概率密度影响比较大，可
以诱导系统发生相变，而!对系统平均首次穿越时
间影响比较大 (
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图 ! !" #$%，"" #$& ! ’随噪声强度 "的变化图

图 & " " #$&，"" #$& ! ’随噪声强度!的变化图

图 ( !" #$%，"" #$& ! )随噪声强度 "的变化图

图 * " " #$&，"" #$& ! )随噪声强度!的变化图

图 + !" #$&，" " #$&，#" #$& 定态概率密度函数

图 , !" #$%，#" #$& ! ’随噪声强度 "的变化图

图 %# " " #$&，#" #$& ! ’随噪声强度!的变化图

图 %% !" #$%，#" #$& ! )随噪声强度 "的变化图
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图 !" ! # $%&，!# $%& " ’随噪声强度"的变化图

(% 色噪声诱导下的 )*+ 神经元系统
相变

下面考察系统（!）的一般形式：
,# -, $ # #（% ’ #）（ # ’ !）’ &# . / # /#$（ $），（0）
式中$（ $）是具有零均值的高斯色噪声，且有统计性

质〈$（ $）$（ ’）〉#"
!

123 ’ $ ’ ’[ ]!
，式中"为色噪

声的噪声强度，!是噪声的自关联时间（为一个小
量），# 4 ! 反映了系统在 #’!的奇异性程度，当

## $，!!$时，系统（0）退化为系统（!），其他参数意
义同前 5为了求解其定态概率密度函数，不同于白

噪声［!!］情形，需做如下转化：

( #
# !’# # 6 $，

’ # !’# # 4 ${
，

（7）

则（0）式化为
,( -, $ # )（(）.（! ’#）$（ $）， （!$）

其中

)（(）

#
（! ’#）［’（% . &）( .（% . !）(

"’#
!’# ’ (

8’#
!’#］ ( 6 $

（! ’#）［’（% . &）( .（% . !）（’ (）
"’#
!’# .（’ (）

8’#
!’#］ ( 4

{
$
，

（!!）
由 9+:; 理论［!］及参考文献［"，!"］知，可得系统
（!$）的近似 )<=方程为

!*（(，$）
!$

# ’ !!(
)（(）
+（(）*（(，$）

."!!#
!

+（(） ( # !
!(

!
+（(） ( #*（(，$( )），

（!"）
其中 +（(）# ! ’!)>（ (）5从而可得定态概率密度函
数为

"*（(）# ,+（(）
!（(# ）

123 ’%（(）{ }"
， （!8）

其中 , 为标准归一化常数，!（(）#"（! ’#）
"，广义

势函数为

%（(）# ’$)（(）+（(）,(

#
’

)! ("

" ’
)" (&! .!

&! . ! ’
)8 (&! . &"

&! . &"
.

)( ("&!
"&!

.
)( ("&"
"&"

.
)& (&" .!

&" . ! ( 6 $，

)! ("

" .
)"（’ (）&! .!

&! . ! .
)8 (&! . &"

&! . &"
’

)(（’ (）"&!
"&!

’
)(（’ (）"&"

"&"
’

)&（’ (）&" .!

&" . ! ( 4 $









 ，

（!(）

式中，)! #（! ’ %!!$）%! .!$ &"，)" # %"（! ’ %!!$）

’!$ %! %" &!，)8 # %" &" ’!$ %" &!，)( #!$ %"
" &!，)& #

!$ &"，)8 # ! ’!$ %!，%! # ’（% . &），%" # % . !，&! #

" ’#
! ’#
，&" #

8 ’#
! ’#
，!$ #!（! ’#）5由（7）和（!8）式可得

神经元膜电压 # 的定态概率密度函数为

*（ #）#（! ’#） # ’#"*（(）5 （!&）

&% 色噪声对系统的影响

根据（!(），（!&）式讨论色噪声自关联时间、噪声
强度和随机力奇异性对系统的影响 5图 !8—!?给出
了定态概率密度函数 *（ #）随各参数变化的情况 5
由图 !8中可以看出当"# $%!，## $%&，!取不同值
时，*（ #）具有单峰结构，且随着!变大，其峰的高度

8&@"期 王朝庆等：色噪声激励下的 )*+神经元系统



变大，峰左移 !图 "#当!$ %&’，"$ %&’时，!（ "）具
有单峰结构，且随着#稍微变大，峰的高度迅速变
小，出现峰的位置不变，都在 " $ (&)附近 !继续增大

#，在 " $ %处出现单峰结构，且随着#增大峰值迅
速增大 ! 图 "’ 当# $ %&"，" $ %&’ 时，!（ "）在

!$ * %&+—%&’时具有单峰结构，且随着"变大，峰
的高度变小，峰逐渐右移 !图 ", 当# $ %&"，" $ %&’
和!$ %&,—%&,’时，!（ "）变为双峰结构，且随着!
增大，右峰高度变小，左峰高度变大，最后超过右峰

高度，继续增大!，!（ "）又变为单峰形态，但峰出现
在 " $ %，且峰值高度随着!增大迅速增大 !由上讨
论知，参数!可以诱导相变，而#和"不能诱导相
变 !值得一提的是，与文献［""］考察的白噪声诱导的
神经元系统相比，虽然在色噪声诱导下，也出现了相

变，但相变情况远没有文献［""］中那么复杂，即色噪
声作用下的神经元系统的结构比白噪声作用下的系

统的结构更加稳定 !

图 "- #$ %&"，!$ %&’定态概率密度函数

图 "# !$ %&’，"$ %&’定态概率密度函数

图 "’ #$ %&"，"$ %&’定态概率密度函数

图 ", #$ %&"，"$ %&’定态概率密度函数

,& 结 论

本文重点讨论了噪声强度、关联系数及关联时

间对相互白关联的乘性色噪声和加性白噪声共同作

用下的 ./0系统（(）的定态概率密度函数和两个方
向的平均首次穿越时间的影响以及色噪声自关联时

间、噪声强度和随机力奇异性对系统（1）相变的影
响 !研究发现，噪声强度、关联系数及关联时间对系
统（(）的定态概率密度函数和平均首次穿越时间的
影响很大，但影响效果是不同的 !系统（(）随着参数

#和"变化，可以诱导发生相变，正向平均首次穿越
时间作为噪声强度的函数是单调减的，随着关联时

间及强度变大而变小，但变化速度不同 !负向平均首
次穿越时间是噪声强度#的单调减函数，随 # 变大
先变大后变小，存在类似共振单峰现象，且此时随着

"和$变大变化趋势相反 !系统（1）中，随着参数变
化，发生了相变，奇异参数!在相变过程中起着重
要作用，且系统存在锁定现象，与文献［""］相比知，
色噪声作用下的神经元系统的结构比白噪声作用下

的系统的结构更加稳定 !
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