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基于矢量波函数在球和柱坐标系中表达式之间的转换关系，提出了一种求解球坐标系中二维高斯波束波形因

子的方法，得到了二维高斯波束波形因子在球坐标系中的解析公式 )结合广义米理论推导了在轴二维高斯波束入
射多层球粒子的电磁散射的解析解，并对散射强度随散射角的分布进行了数值模拟，结果与平面波入射情况进行

了比较 )
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# ; 引 言

粒子的电磁（光）散射特性对分析粒子体系的组

成成分，尺寸分布等问题有很大的帮助，在空间遥

感、生物医学以及大气检测等领域具有重要的实际

意义，长期以来一直是众多学者和专家的研究兴趣

之一 )球形粒子对波束的电磁散射是其中很重要的
一部分，目前已有很多学者给出了有意义的结论 )自
从 <1=2>［#］给出了高斯波束的平面波角谱展开形式
后，有关波束与球形、柱形和椭球形粒子的散射便被

众多研究者关注 )从 %$ 世纪 6$ 年代开始，?8@A>BAC
和 ?DE41:，任宽芳等人便根据 <1=2> 的结果，利用
FD80G294公式深入分析了波束对均匀球的散射，提
出了广义米理论［%］，并给出了在轴和离轴有形波束

波形因子的三种处理方法［-—+］，计算了三维高斯波

束与球、柱、椭球，椭圆截面柱等散射体的相互作

用［(—6］)H413AI等人［’］计算了离轴高斯波束入射涂
层球的光散射，分析了波束位置对散射特性的影响 )
吴振森等人［#$］对高斯波束和平面波入射多层球的

散射进行了改进 )韩一平等人［##，#%］对高斯波束在椭
球坐标系下的波束因子和与椭球的相互作用进行了

研究 )最近，韩一平［#-］又提出了采用不同坐标矢量
函数的变换关系计算任意波束的波形因子的方法 )
有关高斯波束对球形粒子散射的研究目前已有

许多成果，但其中所涉及的均是三维高斯波束，且对

高斯波束波形因子的处理大多是直接用所处坐标系

的矢量波函数展开 )在某些坐标系中，直接用矢量波
函数展开的方法求波形因子通常比较困难 )针对这
一原因，本文在计算入射高斯波束的波形因子时，基

于我们课题组计算的柱坐标系中二维高斯波束的波

束形状因子，采用了球矢量波函数和柱矢量波函数

之间的关系，得到了球坐标系中相应的波形因子解

析表达式 )本文所求得的波形因子公式简便，有利于
数值计算 )最后，结合广义米理论分析讨论了二维高
斯波束对多层球粒子的电磁散射特性 )

% ; 球矢量波函数和柱矢量波函数的变
换关系

时谐电磁场（!，"）在线性、均匀介质中满足矢
量的亥姆霍兹（*A3048C’J）方程：!

%! K !% ! L $，

!

%" K !%" L $) （#）

其中 ! L! ""# L %"M$（$为入射波波长）；且为无散
场（无源），即

!

·! L $，

!

·" L $)该矢量方程的解可
以由与标量波动方程的解有关的两个独立的矢量波

函数 #，$ 来表示：
# L

!

N（ "%）， $ L

!

N #M ! ) （%）
（%）式中，%是标量亥姆霍兹（*A3048C’J）方程

!

%
% K

!%
%L $的解 )通过求该标量方程在球和柱坐标系中
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的解，可以得到对应不同坐标系的矢量波函数 !球和
柱坐标系中的矢量波函数［"#］分别表示为

!!" $（!%!" & ’!(!"）

$ ’ !
)’*!

#!
"（+()!）$"（"）%,-（’!#）"!

.
/#!

"（+()!）
/!

$"（"）%,-（’!#）"#， （0）

#!" $（#%!" & ’!(!"）

$
$"（"）
"

"（" & "）#!
"（+()!）%,-（’!#）"%

&
/#!

"（+()!）
/!

"
"

/
/"
［"$"（"）］%,-（’!#）"!

& ’!
#!

"（+()!）
)’*!

"
"

/
/"

1［"$"（"）］%,-（’!#）"#， （#）

!" $ %’&$（!%" & ’!("）$ ’2 . &! 2

1 ’"
("（"）
"

"% . (3"（"）"( )$ %’（"$& &$）， （4）

#" $ %’&$（#%" & ’#("）$
’2 . &! 2

’

(1 ’&(3"（"）"% . &"
("（"）
"

"$

& ’2 . &! 2 ("（"）" )$ %’（"$& &$）! （5）

（0）式和（#）式是球矢量波函数，其中 $"（"）可取四
类不同的球贝塞尔函数；（4）式和（5）式是柱矢量波
函数，("（"）为四类不同的柱贝塞尔函数 !贝塞尔函
数中，变量"$ ’% !将柱矢量波函数在球坐标系中展
开［"4］，然后和球矢量波函数进行比较，可以获得两

者变换关系：
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其中 & $ ’+()%（%是入射波坐标系与圆柱轴的夹
角），两者转换系数：
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其中 #!
"（+()%），（8$!$"）为缔合勒让德函数 !

0 9 基于矢量波函数的在轴二维高斯波
束球坐标系下波形因子推导

设入射的二维高斯波束电场极化沿 $ 轴，磁场
垂直于 $ 轴方向，即为 :; 波 ! 时间因子是
%,-（ . ’&+），则电场分量的振幅分布可表示为
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其中，/8 是波束的束腰半径，-8 是束腰中心离球所

在坐标原点的距离 !将垂直入射无限长圆柱的二维
高斯波束用柱矢量波函数展开［"5］：
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其中 ," $ ,8 ’" > ’，0" 是柱坐标系中在轴二维高斯

波束的波形因子 ! #（"）" 的上标（"）表示 ("（"）取第一
类柱贝塞尔函数 !为得到波束电场分量在球坐标系
中的展开形式，利用贝塞尔函数的性质对（=）式进行
以下处理：
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波形因子 $# 的具体表达

［#*］如下：
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令"! /%0’ # ) ! ) & )2 3* & ⋯，分别取 /%0’ # ) ! ) 和
/%0’ # ) ! ) & )2 3*，代入（##）式计算得到波形因子的
零阶和一阶近似如下［#*］：
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,# .%+" " 4（#2）式有以下特点：$## & $ ’ ## ! .$##，

$## ’ $ ’ ## ! "，# ! "，#，.，2，⋯ 4为方便计算，$# 取

其一阶近似 $## 4将（#2）式代入（#"）式，可得
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将关系式（5）带入电场的表达式（#-），令 . ! 6"7，则
入射电场可以表示为
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其中 !# ! !" %#（.# & #）3#（ # & #）4令 $0/# ! %（. ’

#"/）$/0/# %/ 3 "，$1/# ! ’（. ’#"/）$/1/# %/ 3 " 4则二
维高斯波束在球坐标系中波束形状因子的具体表达

式为
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由 :;+<(==方程组知，磁场的相应表达式为
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-? 多层球粒子对在轴二维高斯波束的
电磁散射

图 #描述了束腰半径为 (" 的在轴二维高斯波

束入射多层球粒子的电磁散射 4 /4 表示第 4 层内介
质的相对折射率，相应的尺寸参数是 *4 ! "&4 !
.! &4 3!，这里 &4 是各层的半径，!是波束在真空中
的波长 4入射波束的电场表达式如（>）式 4

图 # 在轴高斯波束垂直入射多层球几何图

粒子对波束的散射场用球矢量波函数可分别展开

如下：

#, !!
$

/ ! "
!#!

$

# ! /
（%./#!

（2）
(/# ’ 5/#$

（2）
)/#），

%, ! ’ "
$%!

$

/ ! "
!#!

$

# ! /
（./#$

（2）
)/# & %5/#!

（2）
(/#）4（#6）

在区域 &#$ &$ &6（ &#%"），球贝塞耳函数 4# 和 7# 都

是有限的 4因此，第 4 层场的展开式［#5］为
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（")）式中矢量波函数的上角标（*）和（"）分别为第一
和第二类球贝塞尔函数 +利用边界条件，可得散射系
数为

*#$ ’ +,#$*
-
$， .#$ ’ +/#$.

-
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其中 *-
$，.-

$ 是平面波入射时的散射系数
［*,］，具体表

达式为
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（""）式和（".）式中，下角标 1 表示多层球的最外层，
变量 2*

$（#101）和 2.
$（#101）的具体表达式见参考文

献［*,］，#$（01）和$$（ 01）为第一和第三类瑞卡提—

贝塞尔函数，#-$（ 01）和$-$（ 01）是相应的导数 +由散
射强度与散射系数之间的关系，得到散射强度表示

为 34 ’ 5*
" ! 5"

"，其中振幅散射分量与散射系

数的关系如下：
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3 4 数值结果

本文以均匀球和三层球粒子为例，计算了归一

化散射强度随散射角的变化，并将结果与平面波入

射情况进行了比较 +图 "和图 /中，平面波入射球形
粒子的散射特性计算采用了文献［*,］提出的多层球
电磁散射递推算法 + 入射波的波长均为 # ’
)45."6$7+
图 "中实线是平面波入射时均匀球的散射强度

的对数分布，空心圆点对应的是束腰半径为 *)$7，
波束中心与球形粒子中心重合的二维高斯波束入射

时均匀球的散射强度的对数分布 +所考虑的均匀球
粒子的尺寸参数为 848"8，折射率为 *4.. +比较两条

图 " 平面波和二维高斯波束（7) ’ *)$7，0) ’ )$7）入射时均

匀球散射强度随散射角的分布比较

图 . 二维高斯波束（7) ’ *)$7，0) ’ )$7）入射时不同半径的

均匀球散射强度随散射角的分布比较

图 / 平面波和高斯波束入射时三层球散射强度随散射角的分

布比较

曲线可知：对于同一个球形粒子，平面波入射时的前

向散射强度要比波束入射时的大；随着散射角的增

大，波束入射情况的振荡频率明显比平面波小，且散
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射强度分布整体上小于平面波入射的情况 !
图 " 为二维高斯波束入射不同尺寸的均匀球

时，归一化散射强度随散射角的分布 !球形粒子的折
射率均为 ! # $%""，粒子 $和粒子 &的尺寸参数分
别是为 $’和 &’ !由图 "知，尺寸参数增大时，散射强
度的振荡频率也变大 !图 (计算了二维高斯波束入
射三层球时，散射强度随散射角的变化，并与平面波

入射情况进行了比较 !球粒子的半径和尺寸值分别
为 "$ # &’，!$ # $%""，"& # (’，!& # $%&$，"" # )"%&*，

!" # $%$$ !图 (表明，波束入射时，散射强度总体分
布要小于平面波的情况，尤其前向比较明显 !这与三
维高斯波束入射多层球和柱粒子情况的类似 !

) % 结 论

本文基于矢量波函数之间的转换关系，通过对

二维高斯波束的柱矢量波函数展开式进行变换，得

到了球坐标系中波束的形状因子解析表达式 !该式
结构简单，便于数值计算 !结合广义米理论，对二维
高斯波束入射多层球粒子的电磁散射特性进行了分

析，给出了适合数值计算的散射系数表达式 !避免了
直接利用矢量球谐函数展开求解波束形状因子的繁

琐过程，在分析波束对粒子的电磁散射特性中具有

一定的意义 !
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3"*&期 李海英等：二维高斯波束对多层球粒子电磁散射的解析解
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