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从一维减幅)增幅谐振子的运动微分方程出发得到系统的运动积分常数，从而得到系统的 *+,-+.,/ 函数和
0+12345.函数，再根据 0+12345.函数的形式假定守恒量的形式，由 652775.括号的性质得到了系统的三个守恒量，并
讨论与三个守恒量相应的无限小变换的 85/49/-对称性与 *2/对称性 :还对守恒量与对称性的物理意义作了合理的
解释 :
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# A 引 言

力学系统的对称性与守恒量紧密地联系在一

起，关于力学系统对称性与守恒量的研究已渗透到

数学、力学、物理学等各个领域 :寻求力学系统的对
称性和守恒量已成为近代分析力学的一大热点问

题 :众所周知，已知力学系统的 *+,-+.,/ 函数（或
0+12345.函数）运用 *+,-+.,/ 方程（或 0+12345. 正则
方程）可得到系统的运动微分方程；从拉格朗日函数

（或 0+12345.函数）出发，运用 85/49/-方法、*2/方法
和 B/2 方法可得到系统的守恒量并讨论其对称
性［#—#%］，因此，已知（或求得）力学系统的 *+,-+.,/
函数（或 0+12345.函数）对精确描述力学系统很重
要 :由运动微分方程求系统的拉格朗日函数是力学
中的逆问题，也是现代数学、力学和物理科学中的常

见问题［##—#C］:一维减幅)增幅谐振子是一有趣的力
学模型［#(］，它是指一质点同时参与两个振子的振

动，一个为减幅振子，另一个为增幅振子，其运动微

分方程是两个非耦合的二阶齐次线性微分方程，比

较简单，每个方程都可以求得解析解 : 但是，对于同
一个质点同时参与这样两个振子的振动，是否存在

守恒量，有哪几个守恒量，各守恒量的意义是什么，

与守恒量相应的是什么对称性等问题是值得研究

的 :因此，本文从一维减幅)增幅谐振子的运动微分

方程出发得到系统的运动积分常数，从而得到系统

的 *+,-+.,/函数和 0+12345.函数，再根据 0+12345.函
数的形式假定守恒量的形式，由 652775.括号的性质
得到了系统的三个守恒量，并讨论与三个守恒量相

应的无限小变换的 85/49/-对称性与 *2/对称性 : 文
中还对守恒量与对称性的物理意义作了合理的

解释 :

$ A 一维减幅)增幅谐振子的 *+,-+.,/函
数和 0+12345.函数

一维减幅)增幅谐振子的运动微分方程为［#(］
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其中 !，!，# 为正常数 :则系统的运动积分 ( 满足
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方程（!）的特性方程为
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由（%)），（%*）和（!）式可得
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则运动积分常数为
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根据（(）式的前两项可令 )$
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则（-）式可写成
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这里 &$ 和 &% 是分别用速度分量 "! 和 "# 表示的运
动积分常数 ’
由运动积分通过 12324"52 变换可得到系统的

1)35)432 函数［$$］，
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（7）式的特性方程为
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将（/)），（/0）式分别代入（$&)），（$&0）式得
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这里 +$ # +$（!，#，)%
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%）为任意常

数，*$，*% 为分别用速度分量 "! 和 "# 表示的

1)35)432函数 ’则系统的 1)35)432函数为［$$］
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将（$%）式代入 9:;25<1)35)432 方程
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并利用（%)），（%*）式得
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这里的下标 !，# 分别表示对 !，# 的偏导数 ’
由（$(）式可取
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则系统的 1)35)432函数为
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系统的广义动量为
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与文献［$-］中的相同 ’

! B 守恒量的构建及其物理意义

（$7）式表示的 =)>?;@A4函数可以写成
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由#0（ 0 # $，%，!，(）组成的 CA?DDA4括号
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已具有封闭性，所以可假设守恒量的形式为［$/，$7］

2 # 2（!，#，.!，.#）# "
(

0 # $
$0#0， （%%）

其中$0 为常数 ’由
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比较各#0（ 0 # $，%，!，(）前的系数得
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则守恒量的一般形式为
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由（$(）式可得系统的三个守恒量
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守恒量 !" 具有能量的量纲，为系统的耦合能量 ’而
守恒量 !$ 具有角动量的量纲，但又不是角动量，可
称其为“类角动量”’很明显，守恒量 !- 就是系统的
总能量 ’
由（$*）式知，三个守恒量不是相互独立的，存

在如下关系：

!- ! ’ ! !" # "$&!$ ’ （$/）

&0 三个守恒量的 1234536 对称性与 783
对称性

引进群的无限小变换
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其无限小生成元向量为
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其中%代表守恒量的个数，#为无限小参数，$%，&

%
)

为与第%个守恒量相应的无限小变换生成元 ’

由 <+=8>42?系统的 1234536逆定理［"］
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将（$*+），（$*,），（$*.）式依次代入（-$）式得到与三
个守恒量相应的无限小变换的生成元
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即与三个守恒量相应的无限小变换是 1234536对称
变换 ’
经验证，（--+），（--,），（--.）式表示的无限小变

换的生成元也分别满足下面的 783 对称性的确定
方程：
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%
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其中 +) 为（$+），（$.）式中的广义加速度，说明与三
个守恒量相应的无限小变换也是 783对称变换 ’

( 0 1234536对称性与 783 对称性的物理
意义

由（--+）式知，系统的 <+=8>42?作用量及系统的
运动微分方程对于无限小变换

(! ! ( %#，#! ! # # "$&##，$
! ! $ % "$&#$

（-(）
是不变的，此变换是时间与空间变换并存的变换，其

空间变换具体表现为 # 方向的扩张与 $ 方向的
收缩 ’
同样地，由（--,）式知，系统的 <+=8>42? 作用量

及系统的运动微分方程对于无限小变换

(! ! (，#! ! # %##，$! ! $ ##$ （-*）
也是不变的，此变换表示时间不变，只有空间变换，

表现为 # 方向收缩和 $ 方向的扩张 ’
而（--.）式表示的无限小变换

(! ! ( %#，#! ! #，$! ! $ （-/）
是众所周知的时间平移变换，表明系统的 <+=8>42?
作用量及系统的运动微分方程对于时间平移变换是

不变的 ’
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