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研究一类具有同宿轨道、异宿轨道的相对转动非线性动力系统的混沌运动 ) 建立具有非线性刚度、非线性阻
尼和外扰激励作用的一类两质量相对转动非线性动力系统的动力学方程 ) 利用 *+,-./01方法讨论了系统的全局分
岔和系统进入混沌状态的可能途径，给出了系统发生混沌的必要条件，并利用最大 23456-01 指数图，分岔图，
70.-849+截面图和相轨迹图进一步分析了系统的混沌行为 )
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!国家十五重大科技攻关项目（批准号：=="%><:?>"%>":><）资助的课题 )
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< F 引 言

自从 G49A+,.于 <(H’年创建了转动相对论力学
理论［<，%］，<((#年 260 建立了转动相对论分析力学
理论［:，$］，人们对转动相对论系统进行了深入的研

究，在转动相对论系统的代数结构、I0+JD+9 对称性
和 2.+对称性［’，#］，具有质量分离或并入的变质量系
统的转动相对论理论［&—(］，转动相对论系统动力学

的积分理论［<"］和转动系统的相对论性分析静力学

理论［<<］等方面取得了进展 ) 近年来，转动相对论
?.9/D0KK系统动力学的基本理论、对称性理论、几何
理论及稳定性等方面的研究取得了成果［<%—%<］) 文
献［%%—%#］基于相对性原理，建立了弹性转轴任意
两横截面间的相对转动线性和非线性动力学方程并

进行了定量分析，文献［%&］研究了可归结为一类周
期变系数线性系统的非线性相对转动系统的稳定

性，文献［%H—:%］研究了非线性刚度相对转动系统
的动力学特性 )
相对转动非线性动力系统具有复杂的非线性动

力学行为，本文针对一类具有非线性刚度、非线性阻

尼和强迫激励项的两质量相对转动非线性动力系

统，应用分析力学中耗散系统的广义 24B94-B+方程
建立其动力学方程 ) 研究了自治系统的同宿轨道和
异宿轨道，利用 *+,-./01方法［::—:’］讨论了系统分别

在周期激励和拟周期激励下的全局分岔和系统进入

混沌状态的可能途径，给出了系统发生混沌运动的

必要条件 ) 通过数值仿真绘制了系统在一定参数下
的最大 23456-01指数图，分岔图，70.-849+截面图和
相轨迹图，进一步分析了系统的混沌行为 )

% F 系统的非线性动力学方程

相对转动系统是广泛存在的动力传递基本力学

系统 ) 考虑一类具有非线性刚度、非线性阻尼和外
扰激励作用下的两质量系统，系统的动能为
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考虑一次、三次扭转刚度作用下的系统势能为
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其中 #"（ " L <，%）为系统集中质量的转动惯量，% 为

系统线性扭转刚度，%< 为系统非线性扭转刚度，!"

（ " L <，%），!
·

"（ " L <，%）分别为系统集中质量的转角，

转速 ) ("
" L *" M (+

"，*" 为广义外力（广义外力矩），

(+
" 为系统广义阻尼力 ) )’（ ’ L <，%）为广义坐标 )
令
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式中!1 .（ . " !，$）为系统集中质量的角加速度 5 对于
相对转动动力系统，考虑相对转角的变化，由（3）式
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方程（!$）就是一类具有非线性刚度和非线性阻尼力

的两质量相对转动非线性动力系统在外扰激励作用

下的动力学方程，是进一步研究该类系统动态特性

的基础 5

2 7 系统的同宿轨与异宿轨
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情形 ! 当 " ; 6时，系统（!0）只有一个不动点
2（6，6）5
情形 " 当 " < 6 时，系统（!0）只有三个不动

点，中 心 2（ 6， 6），鞍 点 3 !
#! "，( )6 ，

4 # !
#! "，( )6 5 系统（!0）为 =*>?@A9-?9-系统，有初
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取 " " # !时，系统（!0）的中心 2 和鞍点 3，4
如图 !所示，相应的势函数 6（)）如图（$）所示 5
通过鞍点 3，4 的轨道为异宿轨道，它满足
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（! 为常数）! （"#）

$）当 ! % & $
’"时，系统存在一对异宿轨，异宿轨

方程为
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它把相平面分成两各区域 !

图 $ 相轨迹

图 " 势函数 #（!）

"）当 # 0 ! 0 & $
’"时，在异宿圈内存在着一族以

! 为参数的周期轨道 ! 这些周期轨道可通过积分求

出，并且可用椭圆函数表示 ! 令 ! % $
（$ 1$"）

，其中

$为椭圆模，闭轨道方程为
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其中 -+，/+和 2+是 3*/456椭圆函数 ! 这些周期轨道
的周期为

$$ % ’%（$） $ 1$! "， （"7）
其中 %（$）是第一类椭圆积分 !

7）当 ! 8 & $
’"时，系统存在一簇开轨道 !

’ 9 系统混沌运动分析

!"#" 周期激励下系统的混沌运动分析

考虑系统在单频周期激励下的混沌运动 ! 针对
单频周期激励下系统（$’），利用 :.;+6<4=方法，构造
异宿轨的 :.;+6<4=函数为
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对于充分小的&，当系统满足（(,）式时可发生 09:;6
马蹄意义下的混沌行为 -

!"#" 拟周期激励下系统的混沌运动分析

考虑系统在双频拟周期激励下的混沌运动 -
令

(! " )! ./0（’! *），(& " )& ./0（’& *），

+! " $% )!，+& "（$% $ "%）)&，"! " %&
%，

%% * ""， ()+! 4 +&
"*，" " $

%%
，

$ "（+! 4 +&）
&%% $&，# "

（+! 4 +&）
&

%&
%

"&，

&! "
+!

（+! 4 +&）%&
%
，&& "

+&

（+! 4 +&）%&
%
，

%! " ’!

%%
，%& " ’&

%%
， （(<）

则系统（!&）式化为

*= 4* 4 #*
( $ "*
·4 $*
·(

" &! ./0（%! *）4 && ./0（%& *）- （(8）

令* "+，*
·"+
·
"!，则（(8）式等价为

+
·
"!，

!
·" $+ $ #+( 4 "! $ $!

(

4 &! ./0（%! *）4 && ./0（%& *）- （(+）
非线性项冠以小参数，则（(+）式化为

+
·
"!，

!
·" $+ $ #+( 4&（"! $ $!

( 4 &! ./0（%! *）

4 && ./0（%& *））- （()）
当&" %时，系统（()）与系统（!<）具有相同的未

扰系统 -
考虑 # > %的情形，系统异宿轨道的 ?6;32@/A函

数为

’（"%）"!
#

$#
)（,%（"））,-（,%（"），" 4"%）’"

"!
#

$#
［"!

%（"）$ $［!
%（"）］(

4 &! ./0（%!（" 4"%））

4 && ./0（%&（" 4"%））］!
%（"）’"

"!
#

$#
"［!

%（"）］& ’" 4!
#

$#
$ $［!%（"）］* ’"

4!
#

$#!
%（"）（&! ./0（%!（" 4"%））

B && ./0（%&（" 4"%）））’"
" !! 4 !& 4 !( - （*%）

可知

!! " $ "& &
(# "，

!& " $ "+ &
(,#& $
，

!( " 5 &
$" # (!%! &! ./0%!"% .0.1 "&&!%( )!

4%& && ./0%&"% .0.1 "&&!%( ) )& ， （*!）

*&(! 物 理 学 报 ,8卷



代入（!"）式可得
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对于充分小的#，当系统满足（!)）式时可发生 -3456
马蹄意义下的混沌行为 0

图 ’ 分岔图

)7 数值仿真

对系统（*8）取 " $ % *，## $ % "7)，#$ $ "7)，"

图 ! #%变化的最大 9:4;<=,>指数

图 ) 相轨迹

图 8 时间历程

$ *，初值取（% "7*，"7’），系统对#%的分岔图如图 ’
所示，系统对应于#%变化的最大 9:4;<=,>指数曲线
如图 !所示 0 通过分岔图和最大 9:4;<=,>指数曲线
图能够进一步确定系统发生混沌行为的阈值和区

域，在混沌发生区域分岔图中出现散点扩散，相应的

最大 9:4;<=,>指数为正数 0 取#% $ "7?时系统在初
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图 ! "#$%&’()截面

图 * 分岔图

图 + !!变化的最大 ,-’./%#0指数

值为（ 1 234，235）时的相轨迹如图 6所示，时间历程
如图 7所示，"#$%&’()截面如图 !所示 8 时间历程图
杂乱无章，系统的 "#$%&’()截面出现混沌吸引子，表
明系统此时已经处于混沌运动 8 从相轨迹图可以看
出系统发生混沌行为的路径为拟周期环面破裂变为

图 42 相轨迹

图 44 时间历程

图 49 "#$%&’()截面

混沌运动 8 同时数值结果表明，:);%$<#0方法得到的
发生混沌运动的临界条件是一阶近似的理论解，数

值计算的混沌阈值大于理论计算值 8
对系统（5+）取 " = 1 4，!# = 1 236，!$ = 236，"4

= 5，"9 = 4，初值（ 1 2324，236），系统对!! 的分岔图

7954 物 理 学 报 6!卷



如图 !所示，系统对应于!! 变化的最大 "#$%&’()指
数曲线如图 *所示 + 从分岔图和最大 "#$%&’()指数
曲线图可以看出与周期激励系统不同，拟周期激励

下系统的混沌运动与周期运动出现了交替变化 + 取

!! , -.-/0时系统在初值为（ 1 /./-，/.2）的相轨迹
图如图 -/ 所示，时间历程图如图 -- 所示，3(4’5$67
截面图如图 -8所示，从相轨迹图可以看出拟周期激
励系统的混沌发生路径与周期激励系统相同 +

9 . 结 论

本文建立了具有非线性刚度和非线性阻尼力和

外扰激励的一类两质量相对转动非线性动力系统的

动力学方程 + 利用 :7;’4<()方法分析系统分别在周
期激励和拟周期激励下出现混沌运动的必要条件，并

通过数值计算方法进一步验证了系统的混沌行为 +

［-］ =$6>7;4 : -*!2 !"#$% + &’() + !" -02
［8］ =$6>7;4 : -*!9 *$+ + , + -’."/ + &’() + #" !*
［?］ "&( @ A -**9 , + 0.121$3 *$)+ + -.4’$"5 + !$（@-）-2B（4’ =C4’7D7）

［罗绍凯 -**9 北京理工大学学报 !$（@-）-2B］

［B］ "&( @ A -**! 6775 + 89+’ + 8.4’ + !% B2
［2］ E& F "，=C7’ G H，"&( @ A -*** 6775 + 89+’ + 8.4’ + #& -899
［9］ E& F "，=C7’ G H，"&( @ A 8/// 6775 + 89+’ + 8.4’ + #! 2B*
［0］ E$’I F J 8/// 64+9 &’() + :1$ + ’% -/8!（ 4’ =C4’7D7）［方建会

8/// 物理学报 ’% -/8!］

［!］ E$’I F J，KC$( @ L 8//- 64+9 &’() + :1$ + "& ?*/（4’ =C4’7D7）

［方建会、赵嵩卿 8//- 物理学报 "& ?*/］

［*］ E$’I F J 8//- 64+9 &’() + :1$ + "& -//-（ 4’ =C4’7D7）［方建会

8//- 物理学报 "& -//-］

［-/］ "&( @ A，M&( N G，=C7’ G H 8//- 64+9 &’() + :1$ + "& 8/2?（4’

=C4’7D7）［罗绍凯、郭永新、陈向炜 8//- 物理学报 "& 8/2?］

［--］ F4$ " L 8//? 64+9 &’() + :1$ + "# -/?*（4’ =C4’7D7）［贾利群 8//?
物理学报 "# -/?*］

［-8］ "&( @ A 8//8 ;’1$ + &’() + <.++ + !% BB*
［-?］ "&( @ A，=C7’ G H，M&( N G 8//8 ;’1$ + &’() + !! B8*
［-B］ "&( @ A，=C7’ G H，M&( N G 8//8 ;’1$ + &’() + !! 28?
［-2］ "&( @ A，E& F "，=C7’ G H 8//- 64+9 &’() + :1$ + "& ?!?（ 4’

=C4’7D7）［罗绍凯、傅景礼、陈向炜 8//- 物理学报 "& ?!?］

［-9］ E& F "，=C7’ " L，G&7 N 8//? 64+9 &’() + :1$ + "# 829（ 4’

=C4’7D7）［傅景礼、陈立群、薛 纭 8//? 物理学报 "# 829］

［-0］ KC$’I A，E7’I F 8//2 64+9 &’() + :1$ + "’ 8*!2（4’ =C4’7D7）［张

凯、冯 俊 8//2 物理学报 "’ 8*!2］

［-!］ "&( @ A 8//B 64+9 &’() + :1$ + "( 2（4’ =C4’7D7）［罗绍凯 8//B
物理学报 "( 2］

［-*］ "&( @ A 8//8 64+9 &’() + :1$ + "! 0-8（4’ =C4’7D7）［罗绍凯 8//8
物理学报 "! 0-8］

［8/］ "&( @ A 8//8 64+9 &’() + :1$ + "! -B-9（ 4’ =C4’7D7）［罗绍凯

8//8 物理学报 "! -B-9］

［8-］ "&( @ A，=C7’ G H，E& F " 8//- ;’1$ + &’() + !& 80-
［88］ O(’I L "，"4& P 8//8 64+9 &’() + :1$ + "! 8-*-（4’ =C4’7D7）［董

全林、刘 彬 8//8 物理学报 "! 8-*-］

［8?］ O(’I L "，"4& P，H$’I A，KC$’I = G 8//B 64+9 &’() + :1$ + "(

??0（4’ =C4’7D7）［董全林、刘 彬、王 坤、张春熹 8//B 物理

学报 "( ??0］

［8B］ KC$( H，"4& P 8//2 64+9 &’() + :1$ + "’ B2B?（4’ =C4’7D7）［赵

武、刘 彬 8//2 物理学报 "’ B2B?］

［82］ H$’I A 8//2 64+9 &’() + :1$ + "’ ?*!0（ 4’ =C4’7D7）［王 坤

8//2 物理学报 "’ ?*!0］

［89］ H$’I A 8//2 64+9 &’() + :1$ + "’ 22?/（ 4’ =C4’7D7）［王 坤

8//2 物理学报 "’ 22?/］

［80］ KC$( H，"4& P，@C4 3 :，F4$’I F @ 8//2 64+9 &’() + :1$ + "’ ?!28
（4’ =C4’7D7）［赵 武、刘 彬、时培明、蒋金水 8//2 物理学报

"’ ?!28］

［8!］ Q((< R S，@4’IC Q -**2 , + :"#$% =1> + !)# ?/?
［8*］ TD(<$’UC$’ @ E，:77C$’ 3 T 8/// , + :"#$% =1> + #(( 8*0
［?/］ A4> R =，Q((< R S，@4’IC Q 8//2 , + :"#$% =1> + #)! *92
［?-］ O&$’ = H，@4’IC Q 8//2 , + :"#$% =1> + #)" !/?
［?8］ S;VP$DD4(&’# T E 8//9 &’()149 T ($$ -90
［??］ TW67X57W45Y F，3#6#7) N 8//9 ?"$51$.9/ 6$95()1) * -8
［?B］ M7 KJ :，KC$’I T Q 8//0 ;’9") :"51+"$) 9$% !/94+.5) (# -0*-
［?2］ @C7& " F，=C7’ J A，=C7’ F J，R$> " : 8//0 ;’9") :"51+"$) 9$%

!/94+.5) (# -B2*

08?-?期 时培明等：一类相对转动非线性动力系统的混沌运动



!"#$%&’ ($%&$) $* +$(, -,.#%&/, -$%#%&$)
)$).&),#- 01)#(&’ +1+%,(!

!"# $%#&’#()* +#, -#( ./, 0/()&1#2/
（!"##$%$ "& ’(&")*+,-"( ./-$(/$ +(0 1(%-($$)-(%，2+(34+( 5(-6$)3-,7，8-(49+(%0+" 344335，!4-(+）

（6%7%#8%9 : ’2; <33=；>%8#?%9 @2(,?7>#AB >%7%#8%9 5 C,(% <33=）

DE?B>27B
F"% 7"2/B#7 @/B#/( /G 2 >%H2B#8% >/B2B#/( (/(H#(%2> 9;(2@#7 ?;?B%@ A/??%??#() E/B" "/@/7H#(#7 2(9 "%B%>/7H#(#7 />E#B? #?

#(8%?B#)2B%9I J#>?BH;，B"% 9;(2@#7? %K,2B#/( /G >%H2B#8% >/B2B#/( (/(H#(%2> 9;(2@#7? ?;?B%@ L#B" (/(H#(%2> ?B#GG(%?? 2(9 (/(H#(%2>
92@A#() 2(9 G/>7#() %M7#B2B#/( #? 9%9,7%9I !%7/(9H;，2 )H/E2H E#G,>72B#/( /G B"% ?;?B%@ 2(9 2 A>/E2EH% >/,B% H%29#() B/ 7"2/?
"28% E%%( 9#?7,??%9 E; ,?#() ’%H(#N/8 @%B"/9，2(9 B"% (%7%??2>; 7/(9#B#/( /G 7"2/B#7 @/B#/( /G ?;?B%@ #? A>%?%(B%9I F"%
7"2/B#7 @/B#/( /G ?;?B%@ #? 7/@AH%@%(B%9 E; B/A +;2A,(/8 %MA/(%(B? @2A?，E#G,>72B#/( @2A?，$/#(72>% @2A? 2(9 A"2?% AH2(%
AH/B? I

!"#$%&’(：>%H2B#8%H; >/B2B#/(，(/(H#(%2> 9;(2@#7? ?;?B%@，7"2/?，’%H(#N/8 @%B"/9
)*++：3O530，3OPO

!$>/Q%7B ?,AA/>B%9 E; B"% R2B#/(2H !#)(#G#72(B F27NH% S%; $>/EH%@ G/> P3B" T&;%2> $H2( /G U"#(2（V>2(B R/I WW3<&PO-&3<&3O&P）I

* X&@2#H：A%#@#()I ?"#YP4OI 7/@

Z<OP 物 理 学 报 T=卷


