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将此前已建立的描述复杂自适应系统动力学及其相变的理论做了进一步的推广，建立了更具实际意义的复杂

自适应系统模型，并给出了其动力学演化和相变的一般理论 )作为应用，对抛硬币游戏活动进行了数值模拟，并与

相应的理论结果进行了对比 )结果表明，两者符合很好 )
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# > 引 言

在社会、经济和生物系统中一类很重要的问题

就是系统中“人员”成分的演化 )这些系统的共同特

点是系统中每个个体都要根据各自过去的经验采取

行动［#—$］，其中最有意义的是资源竞争问题 )在这类

问题中，每个参与者或经纪人为了获得尽可能多的

资源，都试图进入少数者行列 ) 譬如在交通的高峰

期，如有两条路程相近且均可达目的地的道路，为了

尽快到达目的地，司机将尽量选择车流量和交通流

量较小的那条道路 )又如在金融市场上，金融产品的

价格受供求关系影响，如果对某种金融产品的需求

量大于供应量，或者是买入多于卖出，一般情况下这

种金融产品的价格就会上涨，否则就会下降 )这时参

与该种金融产品买卖以期从中获利的人，就会试图

加入少数者行列 )在这样的激烈竞争过程中，人人都

面临着被淘汰的可能性，为了生存下去就必须正确

决策 )为了研究这类系统的行为，人们建立了貌似简

单却抓住了问题本质的争当少数者博弈模型和演化

的争当少数者博弈模型［*—#(］)其中所取得的最具有

物理意义的发现主要有三个方面 )一是独立的经纪

人之间存在一定形式的合作与自组织现象［’，##］) 二

是如果在竞争过程中盈利和亏损相当，这些相互竞

争中的经纪人将自发地分成策略互相对立的两部

分，即系统中成员结构分布呈现出所谓的自组织分

离态［##，#%，%&］，在这样的系统中那些总是跟随历史趋

势或者从不跟随历史趋势的经纪人（极端经纪人）的

成功概率总是大于那些小心谨慎的经纪人（温和经

纪人）的成功概率 )三是如果在竞争过程中盈利总体

小于亏损，这些相互竞争中的经纪人将由初始阶段

策略互相对立的自组织分离的分布状态逐渐过渡到

策略彼此相近的聚集态［#"—#$，%&］，即系统会由初始阶

段极端经纪人占多数的状态过渡到温和经纪人占多

数的状态 )
在以前研究的模型［##—#$，%&］中，总是假定每个胜

出者每次所获得的“奖励”与每个失利者每次受到的

“处罚”都是常数，因而奖罚比 ! 也总是一个常数 )
但是，在现实生活中情况却并非如此 )例如在金融市

场上，每次交易的数量和价格都是变化的，从而交易

者的获利与损失也是变化的，可以说奖罚比 ! 是个

随机变量 )又如在赌场和赛马场等博彩业，由于赌徒

们每次所下的赌注也是因情势而变，所以回报和损

失也都是随机变量，因而他们每次的输赢也是变化

的；而且因为赌场老板要抽头（这是赌场老板的主要

收入来源之一），所以赌徒们的总收益肯定小于总损

失 )本文将文献［%&］中建立的自适应复杂系统的动

力学相变理论推广到奖罚比 ! 及胜出概率均为随

机变量的情况，使之能够描述一般的资源竞争过程，

建立了更具实际意义的复杂自适应系统模型，用数

值模拟方法研究这种系统的动力学相变，并与理论

结果进行了比较 )

% > 与时间有关的随机行走问题

$%&% 无吸附边界的情况

将经纪人财富的变化描述为一维实轴上与离散
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时间有关的随机行走问题 ! 行人在 ! 时刻所处的位

置对应于经纪人此时所具有的财富值，行人向 " 轴

正向移动的概率对应于经纪人赢的概率，行人向 "
轴反向移动的概率对应于经纪人输的概率，行人移

动的步幅对应于经纪人财富的增减量 ! 如果行人每

行走一步需要一个单位时间，则行人行走的步数 #
在数值上等于其行走过程所经历的时间 ! ! 将 ! " #
时刻处于 "$ 点的行人、在 ! 时刻到达 " 点的概率

$（"，!；"$，! " #）表示为

$（"，!；"$，! " #）

[% #
& "! " %（ ! ]）!［"，"$ ’ &（ !）］

[’ #
& ’! ’ %（ ! ]）!（"，"$ " ’（ !））， （#）

其中 ’（ !）表示第 # 步向左移动的距离，&（ !）表示

第 # 步向右移动的距离，它们都是随机变量；! (
%（ !）是另外与 &（ !）和 ’（ !）都无关的随机变量，它

表示向前移动概率和向后移动概率对完全随机过程

的偏离（在完全随机情况下，向前移动概率和向后移

动概 率 均 为 #)&），! " #
& *!*( )#

& 代 表 净 偏 离，

%（ !）的长时间平均值为零，即%（ !）% +，%（ !）平方的

长时间平均值记为%&（ !）% %& !如果以 (（ "，!）表示

行走者在 ! 时刻出现在 " 点的概率密度，则它可由

下列主方程来描述：

(（"，!）%!
,

",

$（"，!；"$，! " #）(（"$，! " #）-"$

[% #
& "! " %（ ! ]） (［" " &（ !），! " #］

[’ #
& ’! ’ %（ ! ]） (（" ’ ’（ !），! " #）!（&）

利用特征函数方法［&#］容易求得，对于充分长的时间

! 后分布中心的位置（行人的平均位置）为

〈"〉""+ ’〈"〉! % "+ " !
&［’（ !）" &（ !）］

" !!［’（ !）’ &（ !）］， （.）

其中

〈"〉! % " !
&［’（ !）" &（ !）］

" !!［’（ !）’ &（ !）］! （/）

行人位置的分布方差"&（ !）可表示为

"&（ !）#〈（" "〈"〉）&〉

"
#
/ "［!& ’ %&（ !{ }）］［’（ !）’ &（ !）］& ! !（0）

（.）—（0）式中，〈·〉表示对系综平均，上划线表示对

时间平均 !
根据中心极限定理，经历足够长的时间以后，

(（"，!）收敛于以〈"〉为中心、以"（ !）为半宽度的高

斯分布，即

(（"，!）% #
&""&（ !$ ）

123 "（" "〈"〉）&

&"&（ ![ ]）
!（4）

!"!" 有吸附边界的情况

在一维无界空间中扩散方程的唯一严格解是高

斯函数，而上述得到的概率密度 (（ "，!）的极限行

为也可以用高斯函数来描述，因此概率密度分布

(（"，!）可由下列变系数的扩散方程描述：

#(（"，!）
#! % )（ !）#

& (（"，!）
#!&

" *（ !）#(（"，!）
#! ， （5）

其中扩散系数 )（ !）和分布中心的漂移速度 *（ !）分

别为

)（ !）% #
&

-"&（ !）
- ! ， （6）

*（ !）% -〈"〉
- ! ! （7）

因为微分方程反映的是物理过程的基本规律，其成

立与否与变边界条件的存在与否无关，所以当我们

讨论存在边界吸收的问题时，也可以用该方程加上

相应的边界条件 (（" % +，!）#+ 来描述 !
利用类似于文献［&+］中的方法可以证明，当满

足初始条件 (（ " % +，!）%#（ " " "+ ）和边界条件

(（" % +，!）#+时，方程（5）在 "%,时的渐进解为

(（"，!；"+，+）

% #
/ &""&（ !$ {

）
[123 "

（" ’ "+ ’〈"〉! ）
&

&"&（ ! ]）

" [123 "
（" ’ "+ "〈"〉! ）

&

&"&（ ! ]）

’ [123 "
（" " "+ ’〈"〉! ）

&

&"&（ ! ]）

" [123 "
（" " "+ "〈"〉! ）

&

&"&（ ! ] }）
! （#+）

由此可以得到行人初始时位于零点右侧并在经历 !
时间以后仍然保持在零点右侧的概率（称之为存活

概率）

+（ ! 8 "+）%!
,

+

(（"，!；"+，+）-"

&77# 物 理 学 报 05 卷



! ["
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!’ (〈!〉"

#!#（ "!( )）

( $%&
!’ )〈!〉"

#!#（ "!( ) ]）
， （""）

其中 $%&（!）为误差函数 *
为了考察上述理论的有效性，我们首先考虑文献

［#’，##］所讨论过的"! ’，#（ "）! $（ "）! " 和 %（ "）!
（ ) "）"%’ 这种特殊情况 *在此情形下，容易得到

〈!〉" ! )［" )（) "）" ］%’，

!#（ "）!（" ) +%#
’）" *

将这些结果代入（""）式，并利用误差函数的展开表

示为

$%&（!）! #
!!

! ) !,

"！, ( !-

,！- ) !.

,！. (( )⋯ *（"#）

立即可以得到

&（ " / !’）"
!’ ( ’［" )（) "）"%’］

" ) +%! #
’

#!! " )"0# * （",）

该结果与文献［##］中的（",）式完全一致 *

, 1 复杂自适应系统动力学相变的判定

条件

以上建立了依赖于时间的随机行走问题与复杂

自适应系统中经纪人“财富值”变化间的对应关系，

“初始时位于零点右侧并在经历 " 时间后仍然保持

在零点右侧的概率”对应于“经纪人时刻仍然存活下

来的 概 率，简 称 为 存 活 概 率 ”* 另 一 方 面，文 献

［".，#’］指出，当经历一定时间的演化以后，复杂自

适应系统中成员结构的分布可以近似地由存活概率

函数来描述 *因此，我们可以用以上给出的结果讨论

复杂自适应系统发生动力学相变的条件 *
根据文献［#’］的讨论可知：如果系统分布中心

向吸收边界漂移，即

( ! 2〈!〉
2 " 3 ’，

同时当不同经纪人的胜出概率有不同的波动幅度，

即胜出概率的振幅是其策略值 ) 的函数，即

%’ ! %（)），

则系统的结构将由初始时的均匀态，经历初期的自

组织分离态，然后再经历所谓的中间态过渡到聚集

态，系统发生由自组织分离态向聚集态的相转变 *在
实际模型中，胜出概率的振幅总是关于基因值 ) !
"0# 对称的，因此不失一般性，我们可以将胜出概率

的波动振幅近似表示为

%’ ! * ( + ) ) "
# ， （"+）

其中 *，+ 是两个与 ) 无关的常数，但与博彩机制、

股市印花税税率、赌场老板的抽头比例等复杂自适

应系统的结构有关 *由（,），（4）式可得到分布中心的

漂移速度为

( ! 2〈!〉
2 " ! ) "

#［#（ "）) $（ "）］

)"［#（ "）( $（ "）］* （"-）

从（"+），（"-）式出发，我们可以给出在 +#’ 的条件

下复杂自适应系统发生动力学相变的一般判据 * 这

里 $（ "）对应于第 , 次竞争（相邻两次竞争之间的

时间间隔为一个时间单位）胜出的经纪人所获得的

“收益”，#（ "）对应于第 , 次竞争失利的经纪人所受

到的“损失”，它们都是随机变量 *
我们分胜出概率和失利概率是否存在对 "0# 的

净偏离（"! ’，"5 ’ 和"3 ’）的三种情形进行讨论 *
情形 ! 如果长时间内经纪人胜出与失利的机

会均等，胜出概率不存在对 "0# 的净偏离，即"! ’*
由（"-）式可以看出，欲使分布中心向吸收边界漂移，

必须有#（ "）5 $（ "）* 在此情形下，只要长期平均收

益小于长期平均损失，系统就会发生动力学相变 *
情形 " 如果长时间内经纪人失利的机会多于

胜出的机会，即"5 ’*由（"-）式可以看出，如果长期

平均收益小于或等于长期平均损失（$（ "）$ #（ "）），

此时必有 ( 3 ’，即系统肯定会引发动力学相变 * 即

使长期平均收益大于长期平均损失（$（ "）5 #（ "）），

只要

$（ "）3 " ( #"
" ) #"

#（ "）， （"6）

此时仍有 ( 3 ’，也会引发动力学相变 *
情形 # 如果长时间内经纪人胜出的机会多于

失利机会，即"3 ’*在这种情况下，如果长期平均收

益大于或等于长期平均损失（$（ "）% #（ "）），系统肯

定不会发生动力学相变 * 如果长期平均收益小于长

期平均损失（$（ "）3 #（ "）），但满足

$（ "）3 " ) # /" /
" ( # /" / #（ "）， （".）

此时仍有 ( 3 ’，系统仍会引发动力学相变 *

+ 1 应用举例

考虑抛硬币的游戏 *为简单起见，假定有 -（任

意正整数）个参与者，每个参与者均独立地选择硬币

出现的正面或反面，同时规定做出同一选择的人数
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较少的一方获胜，每个参与者每失败一次输掉一个

单位的货币，!（ "）!!，每一次活动组织者从所有猜

错者输掉的货币中按参加的总人数抽取一定的抽头

（比例为!，我们称之为损耗系数）后，剩余部分平均

分给猜对的参与者 " 设第 " 次猜赌，猜对的人数为

##（ "），猜错的人数为 # $（ "），则有

图 % 对于损耗系数!和时间 " 不同情况下的系统成员结构分布 （&）固定损耗系数!、

不同时间 " 的情况，（’）固定时间 "、不同损耗系数!的情况

图 ! 不同损耗系数时，收益 $ 随时间 " 的演化 （&）!( )*)!+，（’）!( )*)!)

##（ "）, # $（ "）( %， （!-）

##（ "）$（ "）, %! ( # $（ "）" （!.）

显然，由于 ##（ "）和 # $（ "）都是随机变量，每个猜对

者的收益都为 $（ "），也是随机变量，由下式确定：

$（ "）(
# $（ "）/ %!

##（ "）
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!
! "（ "）# #!
# # ! "（ "）$ （%&）

图 ’—图 ( 给出了对该模型数值模拟的结果 $图 ’ 为

收益率 $（ "）随 时 间 的 演 化 情 况，从 中 可 以 看 到

$（ "）确实是一个随机变量 $而且进一步的模拟还表

明，平均收益率随损耗系数的增大，近似地呈线性关

系减小，

$（ "）! $& #"!， （%’）

其中 $& 和"微弱地依赖于系统大小和观察时间 $
对于 # ! ’&&&’ 和 " ! ’&&&，它 们 分 别 为 $& !
’)&’*++ 和"! ’),%(-+ $

图 ( 胜出概率 %（ "）随时间 " 的演化 （.）& ! &，’，（/）& ! &)-

图 % 给出了对于固定损耗系数!、不同时间的

系统成员结构分布和对于固定时间、不同损耗系数

!的系统成员结构分布，从中可以清楚地看到动力

学相变的发生 $为了进一步观察系统成员结构分布

随时间的演化，图 * 给出了系统成员结构分布方差

随时间的演化 $从图 * 可以看到，分布方差从完全随

机分布方差 〈!&）%〉’0%
& ! ’
!’%
"( )&)%,,1 出发，首先

经历一段增长期，然后逐渐减少 $ 我们知道，自组织

分离态（’ 2）分布的方差〈（!&）%〉’0%
2 大于均匀分布的

方差〈（!&）%〉’0%
& ，均匀分布的方差〈（!&）% 〉’0%

& 大于聚

集态（’3）分布的方差〈（!&）%〉’0%
3 $ 图 % 和图 * 表明：

对于较大的损耗系数，系统由均匀分布状态出发经

自组织分离态和中间态 ’4 很快转化为聚集态；对

于较小的损耗系数，这种转化发生要迟得多 $

图 * 系统成员结构分布方差〈（!&）%〉’0%随时间 " 的演化

为了从理论上分析系统演化和相变的动力学过

程，还进一步模拟了参与者胜出概率随时间的演化

情况 $图 ( 给出了相同损耗系数条件下，极端参与者

（& ! &，’）和温和参与者（ & ! &)-）胜出概率 %（ "）随

时间 " 的演化 $从图 ( 可以看出，就此模型而言，即

使是温和参与者（ & ! &)-）的胜出概率也具有一定

的波动性，其振幅可以近似地由（’(）式表示 $取 ("
&)(-&，) ! &)’,，波动周期 *", $ 将这些结果代入

（’&）式，并利用 +（ "）#’，#! & 及（(），（-），（’*）和

（%’）式，容易得到如图 - 所示的动力学相变理论曲

线 $图 - 给出了相同时间 "、不同损耗系数!条件下

系统人员结构分布相变的理论曲线，同时也给出了
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相同损耗系数!、不同时间 ! 条件下系统人员结构

分布相变的理论曲线 !
比较图 " 与图 # 可以发现，理论结果与数值模

拟结果符合很好 !

图 # 对于损耗系数!和时间 ! 不同情况下的系统成员结构分布相变的理论曲线

（$）相同时间 !、不同损耗系数!的情况，（%）相同损耗系数!、不同时间 ! 的情况

#& 结 论

本文建立了描述复杂自适应系统动力学过程及

其相变的一般理论，将此前建立的仅适用于描述资

源竞争过程中每次“输赢”固定的复杂自适应系统的

动力学演化及相变理论，推广到可以描述资源竞争

过程中每次“输赢”都随机的复杂自适应系统的动力

学演化及相变理论 !揭示了复杂自适应系统动力学

相变的物理机制，解释了复杂自适应动力学发生相

变的物理起源 !持不同策略经纪人的财富分布具有

不同的扩散速度和“损耗”引起经纪人平均财富减

少 !给出了不同情形下复杂自适应系统发生动力学

相变的判定条件，建立了更一般的复杂自适应系统

模型 !作为一般理论的应用，给出了抛硬币游戏的策

略演化模型和策略分布的演化动力学及其相变，并

进行了数值模拟 !数值模拟结果与理论结果进行了

对比，两者完全一致 !
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