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利用负性纠缠度（*+,-./0/.1）研究了两个三能级原子系统在费米环境中的纠缠演化问题 2结果表明，两个三能级

原子系统的纠缠演化不仅依赖于系统和环境的相互作用强度，而且还依赖于系统所处的具体量子态 2通过例子发

现，系统和环境相互作用强度越大，纠缠衰减越快；对于纯态，仅当时间趋于无穷时纠缠才被完全破坏；对于混态，

则在有限的时间内纠缠即被彻底破坏 2通过一般的分析找到了一类免退相干的量子子空间 2在这些子空间中，量子

态不受环境的影响，故其纠缠不变 2研究有助于理解费米环境造成的退相干对玻色系统纠缠的影响 2
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!国家自然科学基金（批准号：%$(’#$$3）资助的课题 2

! 4 引 言

作为一种资源，量子纠缠在量子计算和量子信

息处理中具有重要的作用 2 无论在理论方面还是在

实验 方 面，研 究 人 员 对 量 子 纠 缠 都 作 了 大 量 探

讨［!—(］2量子纠缠所要研究的问题很多，其中一个基

本的问题是纠缠度量 2566..+78［(］在 !))3 年给出了一

个很好的纠缠度量———共生纠缠度（96*9:77+*9+），但

是共生纠缠度只适用于 " ; " 系统 2对于多方高维系

统，纠缠度量还缺乏很好的理解 2 "$$" 年，</=-> 等［%］

提出用负性纠缠度（*+,-./0/.1）来度量纠缠 2 负性纠

缠度作为纠缠度量具有很好的可计算性和可操作

性，它不仅适用于量子纯态，而且也适用于混态 2利
用负性纠缠度能够对任意高维系统的两分纠缠（量

子关联）进行度量 2
在实际的量子信息处理过程中，系统不可避免

地与环境发生相互作用，从而造成系统的量子相干

性破坏或量子态的塌缩，这种现象在量子力学中被

称为量子退相干［’—!#］2 文献［!$］对量子退相干的本

质问题作了深入探讨，研究了一个两能级系统在费

米环境中的量子退相干问题 2由于量子退相干，量子

纠缠会发生变化，故研究量子退相干对量子纠缠的

影响是一个有意义的问题，通常称之为纠缠动力

学［!&—"$］2纠缠动力学的研究有助于理解量子退相干

在量子信息处理过程中对量子信息的影响 2 两个三

能级原子系统在量子信息处理中具有重要的作用，

并受到了广泛关注［"!—"&］2研究两个三能级原子系统

在费米环境中的纠缠动力学具有重要意义 2 本文对

文献［!$］的模型作了相应的修改，修改后模型的哈

密顿量为
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为了简单起见，忽略了系统和环境的自身哈密顿量 2
由于相互作用哈密顿量导致了量子系统的退相干，

故相互作用哈密顿量是关注的重点 2 在修改的模型

中，!!" 是系统的两个三能级原子耦合常数；’& 是环

境自由度的能级；"&
# 是泡利矩阵的 # 方向分量，表示

作用于环境第 & 个自旋算符且通过 ’& 和系统发生

相互作用，"!
# ，""

# 分别为两个三能级系统的算符，它

们的形式如下：
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所考虑的模型在物理上可以认为是两个自旋为 ! 的

粒子和一个自由度为 $ 的费米环境相互作用的模

型，因此称之为玻色系统在费米子环境中的退相干

模型 2正如文献［!$］所指出，这样的模型在测量框架
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下对显示量子退相干的本质特别有用 ! 本文研究两

个三能级原子系统在系统" 环境相互作用下的纠缠

动力学，这对于理解量子纠缠演化进而理解量子信

息处理过程中的退相干具有很好的意义 !

# $ 密度矩阵的演化

假设两个三能级原子系统和环境组成的整体处

于量子态

!%&（’）〉( !%（’）〉!"
#! )*
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其中

!%（’）〉( $* ’’〉, $# ’*〉, $+ ’#〉

, $- *’〉, $. **〉, $/ *#〉

, $0 #’〉, $1 #*〉, $2 ##〉，

且 $%（ % ( *，⋯，2）满足量子态的归一化关系
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’〉，*〉，#〉是三能级系统算符 &’ 的本征态，相应

的本征值分别为 *，’，) *； "〉为环境的基 !注意到

二进制数 " 的第 ( 个数字为 "( 表示环境自旋 ( 在 ’
方向是向上还是向下；环境量子态满足归一化关系

"
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#" # ( * !

在任意时间 ) 时，量子态的演化如下：
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其中系统初始态标记为 "〉，且有

#*# &*
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’ "〉(#
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$"，#" 是依赖于"而变化的参数 ! 对环境的自由度

求迹得到系统的约化密度矩阵

$%（ )）( 78&（ !%&（ )）〉〈!%&（ )））! （.）

约化密度矩阵的形式如下：
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其中
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+"%（ )）为退相干因子，计算出 +"%（ )），则得到系统约

化密度矩阵的解析形式 ! 现在用文献［*’］的处理方

法来求出退相干因子，退相干因子可以表示为

+"%（ )）($&45［) 6（ #" ) #%）*)］&（*）9*，（/）

即退相干因子是特征函数&（ *）的一个傅里叶变

换，而特征函数则定义为

&（*）( "
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#" #!（* ) *"）! （0）

考虑一般情形，即设定初态为

!%&（’）〉( !%（’）〉!
!
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采用随机游走图景来描述相关内容 !由于方程（*）有

不同的 ,( ，所以设定一个子集｛,( ｝! 在一个给定游

走过程中 ,( 只取一次，这样一共有 #! 不同的随机

游走过程 -" ! 每一个游走过程和环境的态 "〉对

应，且贡献于&（*）的大小是由概率 ’(
#，((

# 的

直积得到，即每一步的权重为
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利用 :6;9&<&8= 条件［*’，#.］，即

.#! ( " /#
(

是有限的，则得到特征函数为
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定义
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将（2）式代入（/）式，得到退相干因子
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利用退相干因子，密度矩阵就能够完全表示出来 !显
然，当 #" ( #% 时，退相干因子仅为一个相位，因而不

会影响量子态的振幅 !

+ $ 纠缠演化和退相干

根据 >&8&%［#/］的可分性判据，?69@A 等在文献［/］

中提出了负性纠缠度作为纠缠度量 ! 负性纠缠度具

有较好的可计算性和可操作性，它不仅能够度量纯

态的纠缠，而且可以度量混态纠缠 !对于一个给定的

量子态$%，其负性纠缠度定义为
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其中!
#"
! 是矩阵!! 相对于 " 方的部分转置 ’!!

#"
! !

表示为部分转置矩阵!
#"
! 的本征值的绝对值之和，

故负性纠缠度是部分转置矩阵!
#"
! 的负本征值的绝

对值之和 ’对于两个三能级原子体系，通过对两个原

子任何一方作部分转置即求出两个原子之间的纠

缠 ’由于环境导致的退相干，量子态的纯度必然减

少 ’线性熵作为纯度的函数能够用来度量退相干对

量子态的影响 ’在本文中，我们通过考虑两个三能级

原子系统量子态的线性熵演化找出不受退相干影响

的免退相干量子子空间 ’线性熵的定义如下：

#（!!）" % $ ()（!
&
!）， （%&）

当 $" " $# 时，#（!!（ %）" #（!!（*）），即得到了免退相

干子空间满足的条件 ’一般而言，通过一些具体的例

子可以直观地理解量子退相干对量子纠缠和量子相

干性的影响（图 %、图 &）’

图 % 不同量子态在环境作用下的纠缠演化 混态$+ 中 & " %,-

图 & 线性熵随时间的变化趋势 混态$+ 中 & " %,-

例 ! 令两个三能级原子的初始态为

$!（*）〉" %
"-

（ **〉. %%〉. &&〉）’

标记该初始态为$’ ’ 系统的初始态$’ 为一个纠缠

态且纠缠度为 %，它的缠演化为

!（!’ ）" &
- /01（$ & (&!%&）

. %
- /01（$ 2 (&!%&）’ （%-）

显然纠缠随时间而减少，仅当时间趋于无穷时纠缠

才衰减为零 ’该量子态的线性熵

#（!’ ）" &
- $ 3

4 /01（$ 3 (&!%&）

$ &
4 /01（$ %5 (&!%&）’ （%3）

在初始时刻 % " * 时线性熵为零，表明该量子态为纯

态 ’线性熵随时间而不断增加，这意味着量子态的纯

度不断变小，而态的混合程度不断加大 ’纯度的减小

正是环境的退相干导致的 ’ 当时间趋于无穷时量子

态变成经典态 ’从方程（%-），（%3）不难看出纠缠减少

的过程和线性熵增加的过程从某种程度上可以认为

是同一过程，但是这两个过程在本质上是不同的，因

为它们代表了不同的物理量 ’
例 " 考虑两个量子态，$

%
) ，$

&
) ，其具体形式为

$
%
) " %
"&

（ **〉. %%〉），

$
&
) " %
"&

（ **〉. &&〉）’

它们的纠缠度同为 *67，且纠缠演化形式分别为

!（!
%
)）" %

& /01（$ & (&!%&），

!（!
&
)）" %

& /01（$ 2 (&!%&）’
（%7）

显然，它们的纠缠演化是不同的 ’ 这表明，即使量子

态的初始纠缠度相同，由于量子态的结构不同，它们

的纠缠演化是不同的，即量子纠缠演化不仅依赖于

环境，而且还依赖于量子态的结构 ’这两个量子态的

线性熵为

#（!
%
)）" %

& $ %
& /01（$ 3 (&!%&），

#（!
&
)）" %

& $ %
& /01（$ %5 (&!%&）’

（%5）

可以看出这两个纯态的演化规律同例 % 中的情形类

似：仅当时间趋于无穷时其相应的纠缠和相干性才

能够彻底地被环境破坏 ’
例 # 除了纯态情形，混态情形也需要考虑 ’这
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里我们设定初始态具有形式

!! "
!"#$#
# %（& ’ !）!#〉〈!# ，

其中!# 为例 & 情形中的纯态；! 为参数，其取值为

(—&，它表示白色噪声的大小 )当
!
# !

& ’ !
* +,-（’ . $/%&/）

时，该混态纠缠演化为

%（"!）" / ’ /!
* +,-（’ / $/%&/）

% & ’ !
* +,-（’ . $/%&/）’ !

* ；（&01）

当

& ’ !
* +,-（’ . $/%&/）!

!
# !

& ’ !
* +,-（’ / $/%&/）

时，该混态纠缠演化为

%（"!）" / ’ /!
* +,-（’ / $/%&/）； （&02）

当

!
# "

& ’ !
* +,-（’ / $/%&/）

时，该混态纠缠演化为

%（"!）" () （&03）
与纯态的纠缠演化相比，混态纠缠演化要复杂一些 )
结果表明，只要存在任何一点的白色噪声，纠缠即会

在一个有限的时间内消失，这个现象被称为纠缠突

然消亡［/0］)混态的线性熵为

’（"!）" 4 ’ /!/ % 5!
# ’ /（& ’ !）/

#
$［/+,-（’ 5$/%&/）% +,-（’ &4$/%&/）］)（&.）

通过例子不难发现，纯态的纠缠演化不同于混

态 )对于纯态，仅当时间趋于无穷时纠缠才能够被彻

底破坏；对于混态，在有限时间内其纠缠即被彻底破

坏 )此外，不同量子态的纠缠演化是不同的，即使它

们的初始纠缠相同 )
具体的例子在一定程度上能够揭示量子态的纠

缠演化特性，但不能够给出一般情形下的量子纠缠

演化特点 )如上所述，当 (# " ($ 时，

’（"6（ &））" ’（"6（(））)
利用 这 个 条 件 可 以 找 到 免 退 相 干 子 空 间 ) 现 在

标记这样的 免 退 相 干 子 空 间 为 ’78，它 是 由 元 素

((〉〈(( ，(&〉〈(& ， (/〉〈(/ ， &(〉〈&( ， &&〉〈&& ，

&/〉〈&/ ， /(〉〈 /( ， /&〉〈 /& ， //〉〈 // ，

(&〉〈&( ，(/〉〈/( ， &/〉〈/& ， &(〉〈(& ， /(〉〈(/ ，

/&〉〈&/ 组成的一个线性空间 )任何只能够被上述

元素展开的密度矩阵都不会受环境的影响，故这样

的密度矩阵所代表的量子态是免退相干的，因而其

纠缠保持不变 )例如，系统的初始态为

!(〉" &
#/

（ (&〉% &(〉），

它的密度矩阵只能够被 ’78 中的元素展开，因而其

相干性和纠缠都保持不变，这样的量子态被称为免

退相干量子态 )同理，任何不能够被上述元素展开的

密度矩阵都要受到环境的影响，其相干性会丢失，因

而纠缠也发生相应的改变 )

5 9 结 论

利用负性纠缠度研究了两个三能级原子系统在

一个费米子环境中的纠缠演化问题 )结果表明，纠缠

演化不仅依赖于系统:环境相互作用的强度，而且还

依赖于量子态的结构 )由于受到环境造成的退相干，

量子态中的真空噪声加速了量子纠缠的衰减 )通过

对度量退相干程度的物理量———线性熵的计算，得

到了免退相干子空间 ’78 )任何只能够被 ’78中的元

素展开的密度矩阵不受环境的影响，故其相干性和

纠缠保持不变 ) 而不能够被免退相干子空间 ’78 中

的元素展开的密度矩阵，其相干性会被环境破坏，纠

缠也发生相应的改变 )本文的研究结果有助于理解

玻色系统在费米环境中的纠缠演化行为，并且能够

推广到多方高维系统 )

［&］ ;+<<+== > ?，@A+6<+B C D &##/ )*+$ ) ,-. ) /-&& ) !" //.&

［/］ EA+F6+< G H，>IJ1<K L M /((( 01#2&13 453!1&#&652 #27 01#2&13

"28593#&652（>1!2BANK+：>1!2BANK+ O<AP+B6A=Q RB+66）

［*］ ;JS+T U，?AFF+BQ G &##4 )*+$ ) ,-. ) H #$ &.55

［5］ R1< D @，;VJW!++6=+B 7，71<A+FF G，@+A<XJB=+B ?，Y+AFA<K+B H /(((

%#&19- $%& Z&Z

［Z］ @VV==+B6 @ [ &##. )*+$ ) ,-. ) /-&& ) ’% //5Z

［4］ UAN1F \，@+B<+B ] 8 /((/ )*+$ ) ,-. ) H !# (*/*&5
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