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研究了一类非线性燃烧模型 )利用同伦分析方法，得到了该模型的近似解 )
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# @ 引 言

关于非线性问题理论和方法的研究目前在国际

学术界是十分热门的课题之一，许多学者做了大量

的工作［#—#%］，并解决了许多数学物理问题 )
燃烧模型的研究为当前学术界所关注：黄勇成

等［#’］对特征时间燃烧模型、杜扬等［#(］对湍流爆炸燃

烧模型、颜应文等［"&］对亚网格燃烧模型、张进军

等［"#］对热动力系统固体药柱燃烧模型和韩祥临［""］

对燃烧模型的近似解等方面作了一系列研究 )本文
利用同伦分析方法［"*］，考虑如下一类非线性燃烧

模型：

!!A B（!" B ""）# C &，B #" " " #，# # #，（#）
方程（#）中的边界条件为

!（B #）C !（#）C #， （"）
其中!（假定是十分小的）是扩散效应对反应速度的
比率，而 " 是距离坐标，" C &是燃料与氧化物彼此
相遇并反应时火焰的位置 )函数 ! B " 和 ! D " 分别
代表燃料与氧化物的物质份额，# 为正整数 )

" @ 用同伦分析方法求解

$%&% 零阶形变方程

根据方程（#）的边界条件，可采用如下基函数：
｛"$ E $ C &，#，"，*，⋯｝， （*）

表达方程（#）之解，即

!（ "）C $
DF

$ C &
%$"$， （+）

其中 %$ 为系数 )
由解表达和边界条件（"），显然应选取

!&（ "）C #， （G）
作为 !（ "）的初始猜测解 )
根据解表达（+），且由方程（#）和（"），我们选取

辅助线性算子

&［"（ "，’）］C !
""（ "，’）
!""
， （$）

其具有性质

&（(& D (# "）C &， （%）

其中 (&，(# 为系数，"（ "，’）是依赖于 " 和 ’ 的实函
数，’%［&，#］为嵌入变量 )根据方程（#），定义如下非
线性算子：

)［"（ "，’）］C!!
""（ "，’）
!"" B（（"（ "，’））" B ""）#，

（’）
令 *（ "）为非零辅助函数 )构造如下零阶形变方程：

（# B ’）&［"（ "，’）B !&（ "）］

D ’*（ "）)［"（ "，’）］C &， （(）
满足边界条件

"（B #，’）C #，"（#，’）C #， （#&）
’%［&，#］为嵌入变量 )
当 ’ C &时，由（G），（(）和（#&）式易知

"（ "，&）C !&（ "）) （##）
当 ’ C #时，由于 ’&&和 *（ "）&&，零阶形变方

程（(）和（#&）等同于方程（#）和（"），从而
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!（ !，!）" "（ !）， （!#）
所以，当嵌入变量 # 从 $增大到 !时，!（ !，#）从初
始猜测解 "$（ !）变化到精确解 "（ !）%
利用泰勒展开定理和（!!）式，将!（ !，#）展开

成如下幂级数：

!（ !，#）" "$（ !）&!
&’

$ " !
"$（ !）#$， （!(）

其中

"$（ !）" !
$！
!$!（ !，#）
!#$ # " $

， （!)）

则由（!#）式有级数解

"（ !）" "$（ !）&!
&’

$ " !
"$（ !）， （!*）

其 % 阶近似解为

"（ !）" "$（ !）&!
%

$ " !
"$（ !）% （!+）

!"!" 高阶形变方程

为简便，定义向量

"& "｛"$（ !），"!（ !），⋯，"&（ !）｝% （!,）
将零阶形变方程（-）和（!$）对 # 求导 $ 次，然后

令 # " $，最后除以 $！得到高阶形变方程
’［"$（ !）."$"$.!（ !）］& (（ !）)$（"$.!）" $，

（!/）
满足

"$（!）" "$（. !）" $，（$ # !）， （!-）
其中

"$ "
$， $ $ !，
!{ ， 其他， （#$）

且（为表述方便，不妨取 * " #）

)$（"$.!）"
!

（$ . !）！
!$.!

!#$.! +
（!（ !，#））0 # " $

"#"1 $.!（ !）.!
$.!

, "
{ [

$
!

,

- " $
"-（ !）",. -（ !）

. !#（! .",&! ]）
[2 !

$.!. ,

. " $
".（ !）"$.!. ,. .（ !）

. !#（! ."$. , ] }） % （#!）

对上述线性微分方程（!/）和（!-）采用符号推导软件
345678459:4易求解 %
根据解表达（)）和方程（!/），辅助函数 (（ !）应

具有如下形式：

(（ !）" !$，

其中，$#$是整数 %为简便，选取 $ " $，于是
(（ !）" !% （##）

由（+）式，方程（!/）的解为

"$（ !）""$"$.!（ !）.%
!

$
（%

$

$
)$（"$.!）;%）;$

& /$ & /! !， （#(）

其中，系数 /$，/! 由边界条件（!-）确定 %由（*），

（#(）式分别得到 "$（$ " $，!，#，⋯），

"$（ !）" !，

"!（ !）" . !!
($ & !#

# . !)
+ & !+

($，

"#（ !）" !!
($（# . !）. (!!

-)*$ & . ## . ,( )($ !#

& #
+ & !( )-$ !) & . #($ . !( )!/ !+

& !
,$ !

/ . !
+,* !

!$，

等等 %于是得到非线性燃烧模型（!），（#）的 % 阶近

似解!
%

$ " $
"$（ !）%

!"#" 收敛定理

定理 若级数（!*）收敛，其中 "$（ !）满足方程

（!/），且（#!）式成立，则它就是方程（!）的解 %
证明 若级数（!*）收敛，必定有

<98
$&&’

"$（ !）" $， （#)）

那么，利用（+），（!/）式有

. (（ !）!
&’

$ " $
)$（"$.!）

" <98
$&&’

’（"$（ !））

" ’（ <98
$&&’

"$（ !））" $， （#*）

由于 (（ !）" !，（#*）式给出

!
&’

$ " $
)$（"$.!）" $， （#+）

将（#!）式代入（#+）式，并化简，有

#
;#

; !# !
&’

$ " $
"$（ !( )） . !

&’

$ " $
"$（ !( )） #

. !( )# #
" $，

（#,）
由边界条件（!-）和（*）式，成立

!
&’

$ " $
"$（. !）" !

&’

$ " $
"$（!）" !% （#/）

于是，由（#,），（#/）式可知，级数!
&’

$ " $
"$（ !）是方程

（!）的解 %
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!" 结 论

由上述分析求解可以看出，同伦分析理论可以

求得精度较高的非线性问题的解，本文通过分析探

讨，得到了问题（#），（$）的近似解!
!

" % &
#"（ $）具有级

数形式，这样在解决许多实际问题时具有一定的实

用价值，为实际应用提供了理论依据 ’
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