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提出一个对任意二粒子纠缠态在 ! 者之间的量子秘密分享方案，该方案利用非最大纠缠 +,-./0,-123435.671
83.0-（+28）对作为量子信道，利用广义的贝尔基进行测量 9接收者通过引入辅助粒子，并对其做选择性测量，就会

概率性地得到最初的量子态 9
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!国家自然科学基金重点项目（批准号：%(’$)($(）资助的课题 9

! 通信联系人 9 +1:;,5：7<=,;>:;,5 9 ?@-A9 04A9 B-

% C 引 言

秘密分享［%］最初的基本思想是发送者 D5,B0 把

一个经典的秘密分成两部分，一部分给 E3F，一部分

给 GH;I5,0，他们两个人只有真诚合作其中一人（而不

是两人）才能获得秘密，否则谁也无法得到 9在经典

物理中，一个经典信号可以毫无保留地不露任何蛛

丝马迹地被复制，所以经典物理无法保证秘密分享

的安全性 9但是当量子力学进入信息领域之后，情况

就改变了 9量子秘密分享是量子通讯的一个重要分

支，是经典秘密分享的推广 9概括起来量子秘密分享

有 $ 个 目 标，%）用 来 在 多 个 人 中 分 配 一 个 密 钥

（JKL ）［"—M］；" ） 用 来 分 享 一 个 经 典 秘 密

（JNN）［"，$，*—%’］；$）借助纠缠交换来分享一个未知的

量子态（JNON）［%&—"’］，可控制的量子隐形传态［"&—$(］

也属于此类 9在空间分离的两个或多个人之间，JKL
确实提供了一个产生和分配密钥的安全方法 9 JNN
和 JKL 的区别［$%］在于当存在多个人分享一个秘密

时前者能够减少资源的利用，因此 JNN 比 JKL 更易

实现［’］9 %*** 年 P,550I7，EAQ06 和 E0I/H,;A:0［"］开创了

JNN 的先河，第一次分别用三个和四个粒子的 RPS
态分享了一个经典秘密，后来被称为 PEE** 协议 9
此后很多 JNN 方案被提出，然而它们只注重分享一

个或多个比特的经典信息［*—%’］9但是，在很多量子信

息科学中，尤其是在量子计算中，需要分享或传递的

是一个未知的量子态 9因此本文将要论述与 JNN 有

些 不 同，即 一 个 未 知 量 子 态 的 秘 密 分 享

（JNON）［%&—$(］9最简单的 JNON 只涉及到一个量子比

特的分享［%&，"$，"#］，文献［%#—""，")—"&，"M—$(］推出

了分享任意 !（!""）个比特的秘密，在上述文章中

它们多数用的信道 是 处 于 最 大 纠 缠 的 +28 对 或

RPS 态 9但在实际情况中，由于产生纠缠态的仪器

并不完美，因此信道不可能处于绝对的最大纠缠状

态，这时通常是采取纯化的方式进行提纯，这样势必

会造成资源的浪费 9 并且 L0-T 等人［$"］证明了传统

的量子秘密分享（包括 JNN 和 JNON）在噪声情况下

是不安全的 9另外上面多数方案采取的测量都是标

准的 E055 测量，这实际是对 E055 测量的一种限制 9
L0-T 等人［"’］已经研究了利用最大纠缠的两光子对

（+28 对）完成高效率的量子态共享 9为了不失一般

性，下面我们对文献［"’］进行推广，用处于非最大纠

缠［$$］的 +28 对作为信道，用广义的 E055 基进行测

量，讨论任意两个纠缠粒子态的秘密分享 9由于信道

变为非最大纠缠状态，E055 测量是广义的而不是标

准的，所以我们为之而付出的代价是接收者收到的

秘密是概率性的 9但是经过接收者引入辅助粒子并

做幺正操作 "" 之后，接收概率会明显提高 9
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! "用非最大纠缠 #$% 对在两者之间对

任意二粒子纠缠态的量子秘密分享

首先，假定 &’()* 有一个任意 ! 个比特的秘密

状态

!〉!" +" ,,〉!" -# ,.〉!" -$ .,〉!" -% ..〉!"，

（.）

为了简单起见，先假定 &’()* 有两个代理人，于是她

想把这个秘密分成两部分，一部分给 /01，一部分给

2345’(*"他们只有真诚合作，其中一个（而不是两个）

才能得到这个秘密，否则谁也无法获得 "为此 &’()*，
/01 和 2345’(* 相邻的两者之间各分享一个 #$% 对

其形式如下：

#〉$% +& ,.〉$% -’ .,〉$% ， （!）

其中 $%!｛（.，!），（6，7），（8，9）｝:& : ! - :’: ! + . " 同

时我们也定义 7 个完全正交的 /*’’ 态也称广义的

/*’’ 态：

&,,〉’( + ! ,,〉’( - " ..〉’(， （6）

&..〉’( + " ,,〉’( ; ! ..〉’(， （7）

&,.〉’( + ) ,.〉’( - * ,.〉’(， （8）

&.,〉’( + * ,.〉’( ; ) .,〉’(， （9）

其中 : ! : ! - : " : ! + : ) : ! - : * : ! + .，’(〈&$+< &%%< 〉’(

+%$$<%%%< "
假定 &’()*，/01 和 2345’(* 都能进行广义 /*’’ 态

的测量（=/>）"

图 . 一个实心球代表一个粒子，实线代表粒子之间的纠缠

整个过程可以按照以下几步进行：

.）首先 &’()* 准备两对 #$% 对（. 和 !，8 和 9），

然后分别将粒子 ! 与 8 发给 /01 和 2345’(* 图 .（4），

为了确保信道的安全性，&’()* 会在其中掺入一部分

诱骗 光 子［67—69］使 它 们 分 别 处 于 : ,〉，: .〉，: - 〉和

: ; 〉态上，即将粒子 ! 与 8 和诱骗光子一块分别发

给 /01 和 2345’(*，也就是采取块传输［6?］的方法进行

传递 "当 /01 和 2345’(* 收到所有粒子之后，&’()* 告

诉 /01 和 2345’(* 在什么位置进行测量并公布其测

量结果，通过分析 &’()* 会判断信道是否是安全的 "
!）我们假定 2345’(* 想获得秘密，那么他就准备

#$% 对 6 和 7 并将 7 发给 /01（图（4）），安全性检查

与 .）相同 "
6）当确定信道安全无误后，&’()* 分别在粒子

!，.（用 $% 表示）和 "，9（用 ,+ 表示）上做 =/> 的测

量，于此同时 /01 在粒子 !，7 上做 =/> 的测量（用

-. 表示）（图（1））"
7）根据他们的测量结果，2345’(* 首先会选择合

适的幺正操作 /. 具体形式见表 .，分别在粒子 6，8
上操作，然后引入一个辅助粒子 0，让其初态处于

: ,〉0的状态，接着 2345’(* 在粒子 6，8 和 0 上进行幺

正操作 /! 具体形式见表 ! 的操作，这时 2345’(* 会

以一定的概率得到 :!〉"
为了从理论上详细地论述这一观点，我们可以

把整个过程用以下公式表示：

(〉+ !〉!" #〉.! #〉67 #〉89

+ "
+

$，%，,，+，-，. + ,
&$%〉!. &,+ 〉"9 &-.〉!7

@ )$%,+-.〉68， （?）

其中

)$%,+-.〉68 +*$%,+-. ,,〉68 -+$%,+-. ,.〉68

-,$%,+-. ,.〉68 --$%,+-. ..〉68 " （A）

从表 . 中可以看到 /. 为一些泡利矩阵的操作，/!

的形式如下：

/! +
0. 0!

0! ; 0[ ]
.

（B）

其中
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表 ! "#$%& 和 ’() 的测量结果（ !"#$%&）及 *+,-#$& 所采取的相应的幺正变换 ’! 和 ’.

情况 !"#$%& ’! ’. 情况 !"#$%& ’! ’.

! ///!// （!） 00 /!/!// （00）

. ///!!! （.） 01 /!/!!! （01）

0 //!/// （0） 02 /!!/// （02）

1 //!/!! （1） 03 /!!/!! （03）

2 !!/!// （2） 04 !//!// （04）

3 !!/!!! （3） 05 !//!!! （05）

4 !!!/// （4） 06 !/!/// （06）

5 !!!/!! (0! (2 （5） 1/ !/!/!! !0
)! (2 （1/）

6 /!/!/! （6） 1! ///!/! （1!）

!/ /!/!!/ （!/） 1. ///!!/ （1.）

!! /!!//! （!!） 10 //!//! （10）

!. /!!/!/ （!.） 11 //!/!/ （11）

!0 !//!/! （!0） 12 !!/!/! （12）

!1 !//!!/ （!1） 13 !!/!!/ （13）

!2 !/!//! （!2） 14 !!!//! （14）

!3 !/!/!/ （!3） 15 !!!/!/ （15）

!4 ////// （!4） 16 /////! （16）

!5 ////!! （!5） 2/ ////!/ （2/）

!6 //!!// （!6） 2! //!!/! （2!）

./ //!!!! （./） 2. //!!!/ （2.）

.! !!//// （.!） 20 !!///! （20）

.. !!//!! （..） 21 !!//!/ （21）

.0 !!!!// （.0） 22 !!!!/! （22）

.1 !!!!!! (0!!2
) （.1） 23 !!!!!/ !0

)!!2
) （23）

.2 /!///! （.2） 24 /!//// （24）

.3 /!//!/ （.3） 25 /!//!! （25）

.4 /!!!/! （.4） 26 /!!!// （26）

.5 /!!!!/ （.5） 3/ /!!!!! （3/）

.6 !////! （.6） 3! !///// （3!）

0/ !///!/ （0/） 3. !///!! （3.）

0! !/!!/! （0!） 30 !/!!// （30）

0. !/!!!/ （0.） 31 !/!!!! （31）
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表 ! !! 中 ""，"#，"!，"$ 具体形式

!! "" "# "! "$ !! "" "# "! "$

（#） # !
!

"!
!#
"$

!
$ #

"$ $
（$$） # "! #"

!
! %$

!#
"$

"#! "
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!

（!） # %!
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!
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!"$
!
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!
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!
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（$(） # %"

! #%
!

! "$
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"#
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!"
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! "$
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!
! "#

!#
"$

"%
!"
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!
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!
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$
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（&#） # "$
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!"
"%

（#"） # % # !#
"$
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（&!） # % "#
%$

!#
"$

%!"#
!

"%$!

（##） # #!
$!

%!$
"#

%!#
"$

（&$） # "$
%# %!$

"#
!"$

!

"%#!

（#!） # % # %!$
"#

!$
"#

（&&） # % "#!
%$!

% !
"

!"#
"%$

（#$） # % # !#
"$

%!#
"$

（&’） # % %$
"#

!#
"$

%!%
""

（#&） # $!
#!

!#
"$

!$
"#

（&(） # %#
"$

!#
"$

!%#
!

""$!

（#’） # % # %!$
"#

!$
"#

（&)） # % %$
"# %!$

"#
!%$

!

""#!

（#(） # $!
#!

%!$
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%!$
$

"#$
（&*） # %#

"$ %!$
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!
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!
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!
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!
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""
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!
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!
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""$!

!%#
! （(!） # "! %$
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!
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为了清楚起见，下面举例说明具体的过程：假定

!"#$% 测得 !" 的结果为 &’，测得 #$ 的结果为 ’&，()*
测得 %& 的结果为 ’’，从表 ’ 中可以看到结果是第

+, 种情况，也就是说整个状态 -!〉将会塌缩到

!〉. ’&’〉(’ ’’&〉), ’’’〉/0（"/
#)*+$ ’&〉+1

2"+ */ )% ’’〉+1 2#
+ (+/& &&〉+1

3#
/"(+*’ &’〉+1 （’&）

这个状态 4这时 5678"#% 会在粒子 + 和 1 上分别进行

(, 和 - 的操作，那么粒子 + 和 1 会变为

)〉+1 ."/
#)*+$ &&〉+1 2"+ */ )% &’〉+1

2#
+ (+/& ’&〉+1 3#

/"(+*’ ’’〉+1 4（’’）

接着 5678"#% 引入一个初态为 &〉态的辅助粒子

.，在粒子 +，1 和 . 上进行表 / 中 //（+,）的操作：

// )〉+1 &〉.

."/
#)*+（$ &&〉+1 3% &’〉+1

3& ’&〉+1 3’ ’’〉+1）&〉.

3（2"/ *) "/ */ 2#
/ +! /
% &’〉+1

2#+ #
0 (/ +/ 2"0 */ )! /& ’&〉+1

3#"+* #
/ (/ 2"/ )! /’ ’’〉+1）’〉.，（’/）

其中取 (& . ’，(’ . 2"
/ *)
#

/ (+
，(/ . 2#+

"*
，(+ ."

)
#(

4

然后 5678"#% 对粒子 . 做选择性测量 4 如果得

到 ’〉.，他就成功获得秘密，反之如果得到 ’〉. 他

就失败，这样 5678"#% 会以 ,0（"/
#)*+）/ 的概率获得

秘密 4从上论述可以看到当 ( . ) . * . + .# .".
’
!/

时，获得秘密的概率为 ’ 4

+ 4用非最大纠缠的 9:; 对在 0 者之间

分享任意两个纠缠粒子的秘密状态

上述方案很容易推广到 0 个代理人的情况，即

()*!（ ! . ’，/，⋯，0 2 ’）和 5678"#%，我们假定在 (#*!

（ ! . ’，/，⋯，0 2 ’）帮助下，5678"#% 是想获得秘密的

人 4整个过程用公式可以表示成如下的形式：

!〉. )〉() 1〉.2 1〉’/ 1〉+0⋯⋯ 1〉/03’，/03/

. ’#’ $’
〉(. ’#/ $/

〉)’ ’#+ $+
〉/0⋯⋯

< ’#03’ $03’
〉/02’，/03’

" *#’ $’⋯ #03’ $03’
〉2，/03/， （’+）

其中

*#’ $’⋯ #03’ $03’
〉2，/03/

.+#’ $’⋯ #03’ $03’
&&〉2，/03/

3,#’ $’⋯ #03’ $03’
&’〉2，/03/

3(#’ $’⋯ #03’ $03’
’&〉2，/03/

3-#’ $’⋯ #03’ $03’
’’〉2，/03/ 4 （’0）

首先，!"#$% 与 ()*’ 分享一个 9:; 对 ’ 和 /，()*’ 和

()*/ 分享一个 9:; 对 + 和 0，⋯⋯，()*0 2 ’ 和 5678"#%
分享一个 9:; 对 /0 3 ’ 和 /0 3 /，5678"#% 和 !"#$%
分享一个 9:; 对 2 和. 4随后 !"#$% 在 ( 和 ’，) 和.
上，()*!（ ! . ’，/，⋯，0 2 ’）也分别在手中的两个粒

子上做 =(> 的测量，然后将结果告诉 5678"#%，根据

结 果 5678"#% 会 在 他 手 中 的 两 个 粒 子 即

*#’ $’⋯ #0 3 ’ $0 3 ’
〉2，/0 3 /态上做相应的 /’ 和 // 操作，

这样他会以一定的概率重现 !"#$% 要发送得秘密 4其
安全性与第 / 节的 ’）步相同 4

0 ? 结 论

本文已经详细地论述了在两个代理人 ()* 和

5678"#% 之间，用 + 个处于非最大纠缠状态的 9:; 对

和广义的 (%"" 基进行测量，如何实现任意两个纠缠

粒子的秘密分享 4当然，我们可以随意选取 ()* 或者

5678"#% 为重现秘密者，其过程是一样的 4并且以此为

基础推广到 0 个代理人 4也就是说从广义的角度提

出了一个量子秘密分享的方案，它是一个一般性的

方案，不受产生 9:; 对的仪器是否完美的影响，不

需要进行纯化，因此可以节约能源 4并且也对标准的

(%"" 测量进行了推广，使测量更容易操作，9:; 对在

实验中早已产生，因此只要确定信道是安全的，目标

就很容易达到 4当然由于信道是采用非最大纠缠的

9:; 对，我们会概率性地获得秘密，但是经过我们的

处理，这个概率还是比较大的，因此，这个方案具有

较大的实验意义 4
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