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讨论了开关变换器倍周期分岔级联的精细层次结构和标度不变性；数值仿真得到一维、二维开关变换器倍周

期分岔及混沌带合并序列的普适常数；系统谱结构可以进一步判断解的性态，显示解的结构，同时开关变换器混沌

层次结构的尺度差别也反映在谱结构的精细特征上；最后实验研究了开关变换器倍周期分岔通向混沌的过程，验

证了数值仿真的结论 )
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! + 引 言

分岔是非线性问题中普遍存在的复杂结构，非

线性科学工作者在离散映射中观察到了复杂的分岔

结构，认识了分岔现象中存在的普适规律和标度不

变性等问题；对于由非线性微分方程描述的实际物

理系统，也观察到了分岔和混沌等复杂动力学行为，

得到一些全局性的结论［!—’］)
近年来，开关变换器具有分岔混沌的复杂行为

已被人们广泛认识和接受［,—!"］)但是目前的研究还

是局限于数值仿真和实验，机理的分析停留在应用

雅可比矩阵做稳定性分析［!*—!&］方面，缺乏从非线性

动力学的角度深刻认识开关变换器中混沌吸引子的

丰富内涵以及有关的严格证明 )
本文在开关变换器中讨论了主倍周期分岔和倍

周期分岔级联的精细层次结构及标度不变性，数值

仿真得到一维、二维开关变换器动力系统分岔混沌

和混沌带合并序列的普适常数 )数值仿真显示开关

变换器倍周期分岔的谱结构，并可以此判断稳态解

的性态，区分周期轨道，混沌轨道，以及区分嵌套在

混沌带中的周期解，有助于了解开关变换器倍周期

分岔级联的精细结构 )

最后实验研究了开关变换器倍周期分岔通向混

沌的过程 )开关变换器分岔混沌的探索从仿真和实

验现象的定性研究转入非线性动力学本质的定量

研究 )

" )开关变换器倍周期分岔现象及其普

适常数

$ %&’ 一维动力系统

满足如下条件的开关变换器离散迭代映射视为

一维动力系统［!’］：!）负载是恒压源；"）不带输出电

容或输出电容值足够大；*）变换器处于不连续导通

模式 ) -../0 变换器电压模式控制的一维动力系统如

图 ! 所示 )以反馈系数 ! 为参数得到 123456.7 指数

图和输出电容电压的分岔图分别如图 "，* 所示 )
83093: 数值仿真参数：

" ;6 < !&=，"$ < "#=，# < $+",’%，

$ < "$,!>，% < """!?，& < !"+#")
分岔图 " 显示了随着反馈系数由 $+$’ 至 $+!*’

变化，系统的主倍周期分岔、混沌带合并及嵌套在混

沌窗口中的倍周期分岔过程 )将图 "（3）中圆圈所示

部分放大，得到图 "（:），图 "（@）和图 "（A）)它们有图
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!（"）相同的精细结构，即在 #$$%& 变换器混沌区中存

在无穷多的自相似结构，圆圈的精细结构和图 !（"）

一样都包含从左到右的倍周期分岔序列和从右到左

的混沌带反序列 ’

图 ( 电压模式控制的 #$$%& 变换器

!)()() 倍周期分岔序列

图 !（"）#$$%& 变换器从左到右包含主倍周期分

岔序列：周期 (，周期 !，周期 *，周期 +，周期 (,，然后

由准周期振荡进入混沌 ’根据倍周期分岔定理［(+］得

到 #$$%& 变换器倍周期分岔临界条件：

(）在（!，"）平面中存在一个不动点

#（!，"!）- "!；

!）在不动点处稳定性条件达到边界值，即

!
!"#（!，"） - (；

.）在此不动点处二阶导数

!!

!!!"#
!（!，"!）" /；

*）在此不动点处，函数 # 的施瓦茨导数

$（ #，"）#
#"
#0 1 .

!
#2
#( )0

!

3 / ’

其中 # 为 #$$%& 变换器的离散迭代映射，! 为分岔参

数 ’ #$$%& 变换器一维离散系统倍周期分岔参数图如

图 * 所示，% 表示分岔后两分支的间距 ’

图 ! 以 ! 为参数的 #$$%& 变换器分岔图 （"）#$$%& 变换器分岔图；（4）局部细节 (；（5）局部细节 !；（6）局部细节 .

根据倍周期分岔序列临界条件，可以求得各分

岔点反馈系数 ! 的取值，见表 ( 第三列 ’计算反馈系

数 ! 的边界值间距#!，很明显边界值间距#! 随分

岔序列 & 的增大而减小 ’为了得到#! 的变化特征，

进一步计算边界值间距#! 的变化率!& ，如表 ( 第

五列所示 ’
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图 ! 以 ! 为参数的 "##$% 变换器 &’()*+#, 指数

图 - "##$% 变换器一维离散系统倍周期分岔参数图

令!" .
!" / !"/0
!"10 / !"

. !
!"/0
!!"

，" . 2，!，-，⋯（0）

图 2 显示在开关变换器倍周期分岔级联过程

中，各次级分岔形式上都是上一次分岔的重复，只是

分岔间距 #（2" 周期的振幅）越来越小，最后趋于

零 3进一步计算分岔间距 # 的变化率 $" 如表 0 第

六列 3

令 $" .
#"

#"/0
，" . 2，!，-，⋯ （2）

表 0 "##$% 变换器一维离散系统主倍周期分岔点参数

"
周期 边界值 分岔间距 收敛速率

2"% !" #" !" ""

0 2& 4546422 256 -5!0-- 25!67

2 -& 4504!86 05092 !57490 2588!8

! 6& 45047-2 45--

- 08& 4500462

⋯ ⋯ ⋯

表 0 显示边界值间距!!，分岔间距 # 的变化率

收敛 3
为了得到普适规律，进一步计算图 2 "##$% 变换

器局部细节倍周期分岔序列各分频周期解的边界值

!"，分 岔 间 距 #，及 收 敛 速 率!"，$" 如 表 2，!，-
所示 3

表 2 "##$% 变换器局部细节 0 倍周期分岔点参数

"
周期 边界值 分岔间距 收敛速率

2"% !" #" !" ""

0 2& 4504!86 05086 -500:04 256264

2 -& 45047- 45-0! -597!04 25--!6

! 6& 4500497 45087

- 08& 4500046

⋯ ⋯ ⋯

表 ! "##$% 变换器局部细节 2 倍周期分岔点参数

"
周期 边界值 分岔间距 收敛速率

2"% !" #" !" ""

0 2& 450472: 45-0- -50-27 25:90-

2 -& 450049 45080 -5!9: 2599:7

! 6& 450004: 454:6

- 08& 450000!

⋯ ⋯ ⋯

表 - "##$% 变换器局部细节 ! 倍周期分岔点参数

"
周期 边界值 分岔间距 收敛速率

2"% !" #" !" ""

0 2& 4502897 450!- -5-0888 25:26!4
2 -& 45029!2 454:! - 257----
! 6& 45029-- 45406
- 08& 45029-9

⋯ ⋯ ⋯

表 0—- 显示了开关变换器主倍周期分岔序列

和嵌套在混沌带中的倍周期分岔序列的分岔参数及

其特征 3其中主要分岔参数———边界值间距和分岔

间距的收敛速率分别在 -—: 之间，和 2—! 之间，与

;<=><+?(*@ 普适常数（- 3887 和 25:427）基本一致 3
2 50525 混沌带合并序列

开关变换器混沌区以与周期区相反的方向从右

到左分为 2’ 个带，分别称为 0"（0 带混沌），2"（2
带混沌），-"（- 带混沌），⋯，2’"（2’ 带混沌），如

图 : 所示 3
数值仿真得到 "##$% 变换器混沌带分岔参数及

其特征如表 : 所示 3
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图 ! "##$% 变换器混沌带分岔参数图

表 ! "##$% 变换器混沌带分岔点参数

!
混沌带

&!!

边界值

"!

收敛速率

!!

’ &! ()’*+! ,)(,*&

& ,! ()’&-’ .),.&,

. -! ()’’!,

, ’/! ()’’’*

⋯ ⋯ ⋯

结果表明 "##$% 变换器混沌带自右向左倒分岔

序列的收敛速率和倍周期分岔自左向右分岔的收敛

速率基本一致 0说明由非线性微分方程描述的开关

变换器也存在非线性工作者在离散非线性系统中发

现的某些普适规律，证明了普适常数在开关变换器

中的存在性 0

!"!" 二维动力系统

当开关变换器工作在连续导通模式，且输出电

容不能忽略时为二维动力系统［’*］0 "##$% 变换器电流

模式控制的二维离散动力系统如图 / 所示 0选择输

出电容上的输出电压及电感上的电流为状态向量

［ #$ %& ］1，"##$% 变换器开关闭合即模态 ’ 的状态

方程为

2#$
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2
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"##$% 变换器开关打开即模态 & 状态方程为
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图 / "##$% 变换器电流模式控制的示意图

以参考电流 * 89: 为参数得到电感电流分岔图如

图 * 所示 0 ;<%=<> 数值仿真参数 & 3 ’ ?@，$ 3 ’&

"A，( 3 &(#，) 56 3 ’( B，+$ 3 ’(("C0

图 * 以 * 89:为参数的 "##$% 变换器分岔图

为了进一步分析开关变换器倍周期分岔精细层

次结构及其普适常数，数值仿真得到 "##$% 变换器二

维动力系统分岔参数及数值特征如表 / 所示 0

表 / "##$% 变换器二维系统主倍周期分岔点参数

!
周期 边界值 分岔间距 收敛速率

&!, "! -! !! "!

’ &. ’)/& ()+*(+ ,)&&&& .)&’!/

& ,. &).- ().(’+ ,)! &)!&,&

. -. &)!/ ()’’+/

, ’/. &)/

⋯ ⋯ ⋯

D

可见二维动力系统分岔点收敛速率的数值范围

和一维系统类似，也存在普适常数 0因此无论是一维
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还是二维开关变换器系统，无论是主倍周期分岔，局

部级联分岔，还是混沌带反序列，虽然分岔点的边界

值和分岔间距千差万别，但是其收敛速率却有一致

的规律，即开关变换器倍周期分岔的普适常数 !

!"#" 开关变换器倍周期分岔谱结构

快速 "#$%&’% 变换（""(）进行频谱分析是研究开

关变换器倍周期分岔的重要手段 !图 ) *##+, 变换器

电流模式控制的二维离散动力系统的谱结构如图 -
所示，开关频率为 ./ 012!

! %’3 4 .567 时对应周期 .，功率谱尖峰分布在开

关频率及其倍频处（图 -（8））；! %’3 4 97 时对应周期

9，功率谱在一个开关倍频内出现了 .:9 分频（图 -
（;））；! %’3 4 956)7 时对应周期 <，功率谱的精细结构

为 9 = 9 !，在 9/ 012—>/ 012 的一个开关倍频内 9 分

频后再 9 分频（图 -（?））；! %’3 4 95)-7 时对应周期 -，

功率谱在 9/ 012 @ >/ 012 的一个开关倍频内 - 分频

（图 -（A））；! %’3 4 95-.7 时对应准周期，频谱由基频

及无理数倍频构成，开关变换器由周期轨道向混沌

过渡，这个过渡过程的频谱呈现某些分频点的过渡

宽峰（图 -（’））；! %’3 4 >7 时对应混沌，在频谱中出现

连续的噪声背景和宽峰，和周期轨道相比，混沌时连

续频谱的幅值提升了，并且在开关频率处叠加有尖

峰，即叠加有周期轨道，这也体现了混沌频谱和噪声

频谱的区别之处（图 -（3））；! %’3 4 <5-67 时嵌套在 >

!混沌带中的周期 >，根据 B&CD#%0 意义下的混沌定

义，周期 > 的出现预示混沌的出现［.E］，>!混沌带中

的谱结构相当于在噪声背景上叠加了 >" 谱线，这

除了说明周期解与混沌解的区别，还进一步验证了

混沌解分布在 > 个集中的区域上（图 -（F））；! %’3 4
<5E)7 时嵌套在 >!混沌带中的周期 )，功率谱的精

细结构为 > = 9，在一个开关倍频期内 > 分频后再 9
分频（图 -（G））!

图 - 说明开关变换器混沌层次结构的尺度差别

也反映在功率谱的精细结构上 ! 由开关变换器倍周

期分岔谱结构可以判断稳态解的性态，显示解的精

细结构，区别周期轨道和混沌轨道，还有助于区分嵌

套在不同混沌带中的周期轨道，有助了解开关变换

器倍周期分岔层次的精细结构 !
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图 ! "##$% 变换器频谱结构 （&）’! 频谱（ " ()* + ’,-.）；（/）0! 频谱（ " ()* + 0.）；（1）2! 频谱（ " ()* + 0,-3.）；（4）!! 频谱（ " ()*
+ 0,3!.）；（)）准周期频谱（ " ()* + 0,!’.）；（*）混沌频谱（ " ()* + 5.）；（6）5! 频谱（ " ()* + 2,!-.）；（7）3! 频谱（ " ()* + 2,83.）

!"#" $%&$% 变换器倍周期分岔的标度不变性［’(—’)］

"##$% 变换器分岔图的局部细节显示 # 次分岔

的分岔点邻域内形状相似，只是比例缩小到 ’9$，这

意味 着 "##$% 变 换 器 离 散 迭 代 序 列（ :!）#%（0# ，

&# ; ’，’( 9（ :!）#）在分岔点 ’!( 附近将趋于一个共同

的极限函数 )’（ ’(）

<=>
#"?

（:!）#% 0# ，&!#;’，
’(

（:!）
[ ]# + )’（ ’(）@ （-）

（-）式只是标度改变了一个因子（ :!）# ，因

此极限函数 )’（ (’）具有普适性 @
令

<=>
#"?

（:!）#% 0# ，&!#; * ，
’(

（:!）
[ ]# + )*（ ’(），（3）

有

)*:’（ ’(）+ <=>
#"?

（:!）#% 0# ，&!&; *:’，
’(

（:!）
[ ]#

+ <=>
#"?

（:!）（:!）#:’ % 0#:’;’，&!#; *:’，
’(

（:!）（:!）#:[ ]’

+ <=>
#"?

（:!）（:!）+%
0+，

&!+; * ，
’(

（:!）+（:!）+, 0+，&!+; * ，
’

:!
·

’(
（:!）

[ ]{
+

+ :!)* )* :
’(( )[ ]
!

@ （A）
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上式可以用标度变换或算子 ! 表示为

"#!"（ $%）# !!"# "# !
$%( )[ ]!

# !"#（ $%）$ （%）

再定义 "# 的极限函数

"（ $%）# &’(
#!)

"#（ $%）

# &’(
&!)

（!!）&’［*& ，() ，$% +（!!）& ］，

则

"（ $%）# !"（ $%）

# !!" " $%
!( )[ ]
!

， （,）

其中 "（ $%）具有标度不变性，从而常数!也具有普

适性 $

- . 倍周期分岔通向混沌的实验波形

/0012 变换器倍周期分岔通向混沌的实验电路

如图 , 所示 $其中开关管为 3456-7，) ’8 # "% 9，):;<

# -7 9，* # 677 (=，+ # "7!5，’ # 67 >=?，控制电路

采用电流控制型脉宽调制芯片 ;@-%A* 来完成 $

图 , /0012 变换器倍周期分岔实验原理图

改变 电 压 反 馈 系 数 分 别 为 7.7%--，7.7BCB，

7.7B，7.7C 得到周期 "，周期 *，周期 A 和混沌的实验

波形如图 "7 所示，图 "7（D），（E），（F），（G）所示为电

容电压的波形图，图 "7（H），（I），（J），（K）所示为电容

电压和电感电流的相图 $
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图 !" #$$%& 变换器倍周期分岔实验波形 （’）!! 波形图 ；（(）!! 相图；（)）*! 波形图；（+）*! 相图；（,）-! 波形图；（.）

-! 相图；（/）混沌波形图；（0）混沌相图

- 1结 论

本文分析了开关变换器倍周期分岔级联的精细

结构 1开关变换器的分岔混沌运动具有自相似性和

标度不变性，频谱结构进一步反映了各级倍周期分

岔和混沌的结构特征 1本文的研究可以为进一步揭

示和探索非线性开关变换器系统的动力学行为的复

杂性态、动力学性能的控制以及系统特性的改善提

供依据 1
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