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避开了求解黑洞背景下波动方程的因难，应用量子统计方法，通过应用在量子引力中、由广义测不准关系得出

的新态密度方程，直接求解轴对称 )*++黑洞背景下玻色场和费米场的配分函数 ,然后，在视界附近计算黑洞背景下
玻色场和费米场的熵 ,得到用收敛级数表达的黑洞熵 ,在计算中不存在用 -+./0 1233模型计算黑洞熵时出现的发散
项和小质量近似，使人们对非球对称时空中黑洞的统计熵有更深入的认识 ,
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! @ 引 言

黑洞具有与事件视界面积成正比的 A*0*?>B*.?8
C210.?D（A8C）熵［!—%］，且标准 A8C熵公式为

!AC E "
4 #"F
， （!）

式中，" 为黑洞事件视界面积，#F 为普朗克长度 ,
（!）式给出的熵是将黑洞的各参量与普通热力
学量进行比较得出的 ,普通热力学系统是可以用统
计力学描述的，黑洞作为一个热力学系统，人们当然

对它的统计力学背景感兴趣 ,尤其是对黑洞熵统计
起源的研究引起了人们的高度关注［4—G］, 其中应用
最多的是 HIB C<<JB 提出的 -+./081233［G］模型，将此模
型应用于多种黑洞熵的计算［’—!4］，促进了人们对黑

洞熵起源的理解 ,但在计算中发现黑洞视界面附近
的量子态密度是发散的，为了得到 A8C熵，需人为
地引入紫外截断，该截断是不自然的 ,随后人们研究
发现，黑洞的熵主要是视界面附近量子态的贡献，于

是对 -+./081233 模型进行改进，提出了薄层模
型［!(—!&］，该模型仅考虑视界附近一薄层内的量子

态，可自然地避免原 -+./081233模型的红外截断和小
质量近似，但紫外截断仍无法克服 ,最近的研究发
现，广义测不准关系（D*?*+23.:*K L?/*+B2.?BM F+.?/.F3*，
HNO）对态密度有影响［!G—"%］，利用广义测不准关系

对态密度的影响计算黑洞统计熵引起了人们的极大

兴趣［"4—%4］,文献［"G］利用最简单的广义测不准关系

!$!% "
!
"（! P!（!%）"） （"）

对态密度的修正
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计算在 Q*.>>?*+8R<+K>B+<9黑洞背景下标量场的统计
熵，得到黑洞视界附近场熵的级数表达式 ,使人感到
不理解的是熵的高阶项是发散的 ,文献［%$］重新对
Q*.>>?*+8R<+K>B+<9黑洞背景下标量场的统计熵进行
了讨论，得到黑洞视界附近熵的收敛级数表达式 ,最
近文献［"$］给出广义测不准关系对态密度修正为

K& E K% $K% %
（""）%

*S!%"， （4）

式中，%" E %’%’，!为表征引力对海森伯测不准关系
的修正常数，具有普朗克面积量级 ,
本文利用广义测不准关系对态密度的修正关系

式（4）计算轴对称 )*++ 黑洞的统计熵 ,考虑到 )*++
时空的轴对称性，在计算中所取的积分区间为从黑

洞的视界面到无穷远观测者，测得具有相同固有辐

射温度的超曲面 ,两曲面的固有厚度具有广义测不
准关系的最小长度量级，且该薄层紧贴在黑洞的视

界上 ,在没有人为的引入任何截断和小质量的近似
的情况下，得到玻色场和费米场的量子统计熵的级
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数表达式，此表达式的主导项与黑洞的视界面积成

正比，并且是收敛的 !由于我们直接采用了量子统计
方法，回避了原 "#$%&’()**方法中求解波动方程的困
难 !整个计算过程，物理图像清楚，计算简单，结果合
理，使人们对非球对称时空中黑洞的统计熵有更深

入的认识 !文中取温度的最简单函数形式（! +! +
" + #, + -）!

. / 玻色场的熵

01##时空线元为
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其中，"
. + &. 4 (. %95#，% + &. 3 .%& 4 (. !
黑洞的辐射温度为

) 4 +
& 4 3 & 3

7"（ &.4 4 (.）
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式中 & ; + % ; %. 3 (! .分别为黑洞的外内视界位

置，黑洞的视界面积为

*（ & 4）+ 7"（ &.4 4 (.）! （<）
由文献［=8］知无穷远静止观测者，测得的固有

辐射温度为

) +
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式中 ) 4是平衡温度，
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对玻色系统，配分函数 , 满足

*6, + 3"
-
+- *6（- 3 13&’-）， （-A）

对时空（8），黑洞视界外任意 & 点的二维曲面为

*（ &）+#2* +#!+2#2$， （--）

式中 + +
+## +#$
+$# +$$

+ +##+$$ !在视界外，任意 & 点的

壳层体积元为

2. + *（ &） +! && 2 & ! （-.）
所以在黑洞视界外，任意 & 点任意厚度壳层内系统

的配分函数为
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式中&+&A 3 +>! ’’ !系统的自由能为
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系统的熵为

2, +&
.
A
#1
#&A

+&
.
A#*（ &） +! && 2 &

C#
B

0 3 +>! ’’

)1&)A

:".（1&)A 3 -）. /
= 13(/

.
2)

+&
.
A#*（ &） +! && 2 &

C#
B

0 3 +>! ’’

)1&
)
3 +>! ’’

:".（1&
)
3 +>! ’’ 3 -）.

C 13(
)

.

3 +>’’
3 0( ). ).

3 +>’’
3 0( ).

=D.

2)

+ -
:".#*（ &） +! && 2 &#

B

0&

313
（13 3 -）.

C 13(
3.

&
. 3 0( ). 3.

&
. 3 0( ).

=D.

23 ! （-8）

在上式中应用了粒子的能量、动量和质量的关系：

).
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其中 0 是粒子的静止质量 !（-8）式对 & 的积分在视
界附近 !而在视界附近 +> ’’（ & 4）%A，于是（-8）式可
化为
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由（7）和（8）式知，无穷远静止观测者，测得黑洞视界
外任意 ’（’ 9 $ 2）上的固有辐射温度是不同的，与#
角有关 5当时空为球对称时，无穷远静止观测者，测得
黑洞视界外任意 ’（’ 9 $ 2）上的固有辐射温度是相

同的（与#角无关），所以人们在计算黑洞视界附近量
子场的统计熵时，取的积分区间是［ $ 2，$ 2 2"］，式中

"为一正的小量 5从另一角度考虑，所取的积分区间
是从黑洞的视界到无穷远静止观测者，测得黑洞视

界外附近具有相同固有辐射温度的超曲面 5由此提
示我们，对于轴对称时空，在计算黑洞视界外附近的

量子统计熵时，所取的区间应该是从黑洞的视界到

无穷远静止观测者，测得黑洞视界外附近具有相同

固有辐射温度的超曲面 5而由（7）和（8）式知，在视界
外附近当 ’ 满足

’ ! $ 2 2 "
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时，是无穷远静止观测者，测得黑洞视界外附近具有

相同固有辐射温度的超曲面 5 $ 2是黑洞事件视界位

置，满足 #/%%（ $ 2）! &5在视界附近 #/%%（ $）#（ #/%%）/
（ $ 2）（ $ . $ 2）5由度规（:）式知，最小长度为
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在视界附近，由文献［%#］的（%$）式，""（!，"）可表为
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将（$"）式代入方程（"#），可得
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当 )%&且为整数时，. ! +)!和 . ! + ("$!是 -（ .）
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如设在广义测不准关系中引入的最小长度
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则熵的级数表达式（"#）中的主导项为黑洞面积的
*%#，满足 /01熵 2对黑洞熵修正值的研究是当前研
究的热点之一，人们通过各方法探讨黑洞熵的修正

值［34—35］，均得到有价值的结果 2然而客观的讲，黑洞
熵的修正值尚不清楚 2本文通过计算黑洞视界附近
玻色场的量子统计熵，得到 /01熵的修正值，并且
该修正值的级数表达式是收敛的，所以我们的计算

结果是可靠的 2

3 6 费米场的熵

对于 789:,系统，配分函数为
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由此，我们可得黑洞视界附近费米场对应的熵为
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如设在广义测不准关系中引入的最小长度
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则费米熵的级数表达式中的主导项与视界面积成正

比，满足 /01熵 2

# 6 结 论

本文的结论表明，利用广义测不准关系对态密

度的修正计算黑洞视界附近玻色场与费米场的统计

熵，在没有人为引入截断和小质量近似的情况下可

得到黑洞统计熵的级数表达式，当广义测不准关系

中引入的无量纲常数!满足（".）或（"5）式时，黑洞
统计熵级数表达式中的主导项与视界面积成正比，

满足 /01熵 2由于应用在黑洞背景下量子统计的方
法计算熵，克服了求解波动方程的困难 2并且对球对
称时空，提出计算黑洞熵的积分区间为黑洞视界面

与无穷远观测者测得视界外附近具有相同固有辐射

温度的超曲面，使人们对非球对称时空中黑洞的统

计熵有更深入的认识 2
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