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提出了一种新的四阶 )*+,-../ 混沌振荡器 0理论设计与电路实验表明，在三阶 )*+,-../ 混沌振荡器中的电感两端

并联一个电容器 !1 ，可构建出一种四阶 )*+,-../ 混沌振荡器 0当 !1 的取值变化时，电路的谐振频率随之改变，从而

使该振荡器经过倍周期分岔进入混沌状态 0对四阶 )*+,-../ 混沌振荡器的平衡点、分岔和李氏指数等基本动力学问

题进行了分析 0最后通过数值仿真和电路实验证实了这一方法的可行性 0
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资助的课题 0

! 6578-+：/-7-9:;<#%10 =*7

# > 引 言

混沌电子电路的设计与硬件实现是近年来非线

性系统与混沌领域的一个热点课题，其研究历史可

追溯到 #3&’ 年有关 ?89 @AB C*+ 振荡器的分析和实

验［#，&］0直到 &$ 世纪 ($ 年代初期蔡氏电路的问世

时［1—"］，这一领域正为人们所关注和重视，新的混沌

电路不断出现，如多涡卷 )D;8 电路、E*BA9F 电路、广

义 4ABG 电路、基于时滞函数和饱和函数的多涡卷电

路、多折叠环面电路、H)I 多 涡 卷 超 混 沌 电 路 和

)*+,-../ 电路等［%—&#］0最近，EJ 和 )DA9 综述了这一领

域的一系列研究进展［#(］0
#332 年，IA99AK:［#%］基于非线性振荡理论，在电

容三 点 式 正 弦 波 振 荡 器 的 基 础 上，提 出 了 三 阶

)*+,-../ 混沌振荡器，并给出了电路设计与实验结

果 0此后不久，H8LL-* 等人［#’］还进一步给出了有关

三阶 )*+,-../ 混沌振荡器更一般的理论分析与设计

结果，为深入研究 )*+,-../ 混沌振荡器提供了理论和

实验依据 0
我们研究了在三阶 )*+,-../ 混沌电路的基础上

构建出更为一般的高阶 )*+,-../ 混沌振荡器问题，为

高阶正弦波振荡器过渡到高阶混沌振荡器的分析与

设计提供一种实际可行的方法 0本文的理论分析与

电路实验结果表明，在现有三阶 )*+,-../ 混沌电路中

的电感 " 两端并联一个电容 !1，可形成一个具有并

联谐振选频特性的子电路，从而能构建出一种由四

个动态元件组成的四阶 )*+,-../ 混沌振荡器 0与三阶

)*+,-../ 混沌电路相比，该电路的主要特点是：当并

联谐振选频网络的谐振频率在较大的范围内改变

时，能使该电路经倍周期分岔进入混沌状态，并呈现

出复杂的分岔与混沌特性 0 此外，电路实验结果表

明，由于增加了电容 !1，改变原有系统的平衡点位

置分布，使得四阶 )*+,-../ 混沌振荡器的起振条件更

容易得到满足 0本文对这一新的四阶 )*+,-../ 混沌振

荡器的动力学特性进行理论分析和数值计算，并通

过电路实验结果证实了这一方案的可行性 0

& > 四阶 )*+,-../ 混沌振荡器

根 据 文 献［#%，#’］的 研 究 结 果，本 文 在 三 阶

)*+,-../ 混沌电路中电感 " 的两端并联一个电容 !1，

可构成一个四阶 )*+,-../ 混沌振荡器，如图 # 所示 0
电路的状态方程为
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式中 $%，$!，$’ 的数学表达式为

$% #（"!! $ "!! $ "!( & "’(）’%& ，

$! #!)$’， （(）

$’ # )（"’(）

#［"’( $ "*+ & "’( $ "*+ ］’（(%,-）)
注意到（(）式中 $’ 为非线性电阻（即三极管的基极

与发射极之间的电阻）-% 的伏安特性函数，其中

"*+为 -% 的导通电压，%,-为 -% 的导通电阻，如图 (
所示 )

图 % 四阶 *+,-.//0 混沌振荡器电路图

图 ( -% 的伏安特性关系

将（(）式代入（%）式，经整理，得
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对（!）式作无量纲处理 )令
. # "!( ’"*+，/ # "’( ’"*+，

0 # "!! ’"*+，1 #（%,-$&）’"*+，

" # # ’（%,-!%），#% # %,- ’%& ，

#( #（%,-"!!）’（%&"*+），

!% #（%,-!%）’（%&!(），

!( #［%,-!%（%’%& & %’%((）］’!(，

!! # !% ’!(，

!1 #［%,-!%（"!! ’%& & "(( ’%((）］’（!( "*+），

$% #（%,-!%）’（%&!!），$( # !% ’!!，

$! #（%,-!% "!!）’（%&!! "*+），

% #（%(
,-!%）’&，

得四阶 *+,-.//0 混沌振荡器的无量纲状态方程为

".
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式中 !（"）! "#$（" % & ’ ( " ’ & (）为非线性电阻 #$

的无量纲伏安特性函数 )
设电路参数为 %&& ! $ *，%’’ ! % $ *，%() !

"#+$ *，$* ! ,$ !，$’’ ! -"" !，$+# ! &"" !，* !
./#$ 01，&& ! $- 23，&4 ! $- 23，&, ! 4#+ 23)进一步

得!& ! 4#/5，!4 ! &.#"，"& ! 4#/5，"4 ! ,#&&，", ! &，

"- ! &+#,/，#& ! $+#&-，#4 ! 4"#"，#, ! ,/&，$! $#-/ )

根据（-）式，用 67897: 数值计算所得混沌吸引子的

相图如图 , 所示 )

图 , 四阶 ;<=>?@@A 混沌振荡器的混沌吸引子相图数值模拟结果 （B）,C" 平面相图；（D）"C - 平面相图；（E）,C. 平面相图；

（F）-C. 平面相图

,# 四阶 ;<=>?@@A 混沌振荡器的动力学

特性

下面分析四阶 ;<=>?@@A 混沌振荡器的动力学特

性，包括平衡点及其特征值、电路随电容 &, 改变时

的分岔图和李氏指数等 )
令（-）式的左边等于零，得平衡点的数学表达

式为

!&（% , ’ "）%"/!（"）’!4 ! "，

"& , %"4 " %", !（"）%"- ! "，

#&（% , ’ "）%#4 . ’#, ! "，
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由（$）式消去变量 ,，得
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式中 !（"）的数学表达式为

!（"）!
" % & " ! &，

" " G{ & )
（+）

根据（5）和（+）式，当 "!& 时，系统的平衡点可

表示为

,（ 0）
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当 ! + ! 时，系统的平衡点可表示为
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根据前面所给定的参数，当"! " &.*/，"& " !-.)，

!! " &.*/，!& " %.!!，!% " !，!( " !0.%*，#! " 10.!(，

#& " &).)，#% " %*!，$" 1.(* 时，得混沌振荡器中两

个平 衡 点 的 值 分 别 为（ &（ "）
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式中当 !!! 时，!’ #!! " !，当 ! + ! 时，!’ #!! " ),
根据（!)）式，得平衡点（ &（ "）

! ，!（ "）
! ，$（ "）

! ，%（ "）
! ）所

对应的特征值为#!! " ’ (*.!/--，#!& " ’ !-.*(!!，

%!% 9 :&!% " !.-(-) 9 :0.**0%，由 此 可 知，平 衡 点

（&（ "）
! ，!（ "）

! ，$（ "）
! ，%（ "）

! ）为指标 & 的鞍点 , 而平衡点

（&（ "）
& ，!（ "）

& ，$（ "）
& ，%（ "）

& ）所 对 应 的 特 征 值 为#&! "
’ /!.&(-*，#&& " ’ ).!&&(，%&% 9 :&&% " ’ ).*/*- 9
:%.!!%1，故平衡点（ &（ "）

& ，!（ "）
& ，$（ "）

& ，%（ "）
& ）为指标 ) 的

鞍点，是一个稳定的平衡点 ,
调节 图 ! 中 电 容 (% 的 大 小，进 一 步 得 四 阶

;5<=7>>? 混沌振荡器随电容 (% 在 ).!—1.) 8@ 范围

内变化时的分岔图和最大李氏指数谱，如图 ( 和

图 1 所示 ,从图中可以看出它们都是从倍周期分岔

进入混沌状态，并且出现了若干明显的周期窗口，特

别是当 (% " &.&—&.( 8@ 时，在分岔图中出现了一

个较宽的周期 % 窗口 ,
若选 取 电 路 参 数 为 )(( " 1 A，)** " ’ 1 A，

)+, " ).01 A，-. " %1"，-** " ())"，-/0 " !))"，

. " -*.1 BC，(! " 1( 8@，(& " 1( 8@，(% " &.0 8@,进
一步得"! " &.*/，"& " !-.)，!! " &.*/，!& " %.!!，

!% " !，!( " !0.%*，#! " 10.!(，#& " &).)，#% " %*!，

$" 1.(* ,计算所得上述参数情况下的 DE3=F85G 指数

谱分 别 为 DH! " ).&%，DH& " ).))，DH% " ’ (.!1，

DH( " ’ 1-.%% ,

图 ( 随电容 (% 变化时的分岔图

图 1 随电容 (% 变化时的最大李氏指数
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!" 电路实验结果

根据图 # 所示的电路及上述分析结果，取电路

参数为 !"" $ % &，!## $ ’ % &，!$% $ (")% &，&’ $

*%!，&## $ !((!，&() $ #((!，’ $ +,"% -.，"# $
%! /0，"1 $ %! /0，"* $ 1") /02根据前面的分析，电路

为混沌状态 2注意到图 # 中三极管的型号为 131111
（或 45#(,，13*+(! 等特性相近的三极管均可）2得四

阶 56789::; 混沌振荡器的实验结果如图 < 所示 2

图 < 四阶 56789::; 混沌振荡器的硬件实验结果 （=）*>+ 平面相图；（?）+> , 平面相图；（@）*>- 平面相图；（A）,>-
平面相图

%" 结 论

基于一个典型的三阶 56789::; 混沌电路，在该电

路的电感 ’ 两端并联一个电容 "*，形成了一个具有

并联谐振选频特性的子电路，进而提出了一个新的

四阶 56789::; 混沌振荡器 2 与三阶 56789::; 混沌电路

相比，该混沌振荡器具有以下几个主要特点：#）当并

联谐振选频网络的谐振频率在较大范围内改变时，

能使该四阶 56789::; 混沌振荡器经倍周期分岔进入

混沌状态，并呈现出复杂的分岔与混沌特性 2 1）由于

增加了电容 "*，改变原有系统的平衡点位置分布，

使得四阶 56789::; 混沌振荡器的起振条件更容易得

到满足 2 *）本文的研究结果对于高阶正弦波振荡器

过渡到高阶混沌振荡器的研究提供了一种实际可行

的依据，并对这类混沌振荡器的设计与实现起到了

一定的借鉴作用，我们对此将作进一步的探讨 2
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