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借助于粒子数算符的本征态和坐标算符函数的本征方程，把坐标算符的本征矢〈 !（ "）表示为一个算符对坐标

本征矢〈 " 的作用 )由此，把不对称的坐标投影算符转换为对称的坐标投影算符，再利用坐标本征矢的完备性，给出

不对称坐标投影算符的积分 )
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& 9 引 言

牛顿 : 莱布尼兹公式仅适合普通函数（#-数）
的积分，它不能直接应用于量子力学中投影算符的

积分，比如
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算符（$-数）的不可交换性给量子系统的数学处理
带来了复杂性，尽管可以把投影算符中的变量与算

符分离后积分，但这样做比较困难，必须寻找另外更

有效的方法［&—=］)文献［&—=］发明了有序算符内的积
分技术（>?@A），可以在有序算符内对变量直接积分 )
在本工作中，通过坐标算符函数 !（"B）的本征方程
〈" !（"B）C〈" !（"）， （&）

实现 #-数与 $-数之间的转换，用坐标本征矢〈 " 表
示坐标本征矢〈 !（"），从而把不对称坐标投影算符
用对称投影算符表示，然后利用坐标本征矢的完备性
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得出不对称投影算符的积分值 )

" 9 坐标本征矢〈 !（"）的表示

粒子数算符 %的本征态 &〉在坐标表象中表示为
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其中 (& 为厄米多项式，它的生成函数为
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借助粒子数表象的完备性及粒子态〈& C〈% *&
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可得坐标本征矢
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式中 * 为湮没算符 )为了方便，取# C" C ’ C &，
（’）式改写为
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由（+）式得
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根据本征方程

〈&（: &）& C〈&（: &）%， （(）
（#）式化为

〈: " C〈" EHI *"( )" （: &）% EHI : *"( )" ) （=）

设 + 为一实数，由（+）式得
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) "#$（!( "#）， （’*）
用坐标算符 !+和动量算符 $+表示算符 #，即
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把（’’）式代入（’*）式，并利用 -./01"2公式：
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〈! & " !〈! ","
($ 5 （’6）

进一步推广，让 " ! )（!）% !，并考虑（’）式，（’6）式为
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式中 )（!）为 ! 的一个函数 5比如取 )（ !）!!!（! 9
*），代入（’8）式得
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利用公式：
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4> 不对称投影算符的积分

应用态矢〈 )（!）的表示式，把不对称的投影算
符转变为对称投影算符与算符的乘积，借助坐标表

象的完备性，就能得出不对称投影算符的积分值，

比如：

’）根据（=）式，积分式
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(）根据（’6）式，积分式
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. 为平移算符 5
4）根据（’<）式，积分式
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/ 为单模压缩算符［’*］5
6）借助（’），（’6）及（(4）式，积分式

#
7

%7

?!
(!

",$! 0 & !
(〉〈 0 % !

(

!#
7

%7

?!
!

"($（ !% 0）, !〉〈(0 % !

!#
7

%7

?!
!

"($（ !% 0）, !〉〈% ! "(0,
($

! ’
!

"($（ !+ % 0）,（% ’）, "(0,
($

! "#$（% ($0 ,）
!

"($!+ ,（% ’）, "(0,
($
$"（$，0），（(:）

"（$，0）为 H,IG"2算符，它是把经典函数量子化为
量子算符的一个积分核 5

8）根据（’=）式，积分式
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:）借助（’8）式及（’）式，积分式
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这里 %（#），&（#）和 "（#）都是 # 的函数 *对于由算
符 $% 和 #% 构成的算符函数’（$%，#%），原则上可以通过

［ #% ，$% ］ # ’，把 ’（$% ，#% ）化成!
(
)(（$% ）*(（ #% ）或

!
(
)(（#% ）*(（$% ）的形式 * 如果规定!

(
)(（$%）*(（ #%）

为正序，用「 标识；!
(
)(（ #%）*(（$%）为反序，用 」标

识，（()）式可简单地表示为
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01 结 论

借助于粒子态和坐标算符函数的本征方程，把

坐标算符本征矢〈 "（#）表示为
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由此，不对称的投影算符转换为对称的投影算符与

算符的乘积，再利用对称投影算符的完备性，得到了

诸如
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的积分值 *但此种方法不便于推广到多维，积分结果
也不是正规乘积的形式 *
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