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为了精确的求出 +,-,./轨迹的描述方程，提出了一个分段表达的非线性模型，能直接求出一个非线性二阶自
治方程的相轨迹方程的解析解，能定量求出 +,-,./轨迹的描述方程和参数条件，可以用两类方程简单描述所有的
+,-,./轨迹 0
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! C 引 言

+,88,=等报道了 +,-,./解轨迹现象［!，"］，有趣的
+,-,./解轨迹在电路［$］、物理、生物和化学系统中引
起广泛关注［’—)］、看似复杂的 +,-,./相轨迹实际上
主要包含无头鸭相轨迹、有头鸭相轨迹和弛张振荡

相轨迹，虽然很多近似的数学方法和定性理论用于

解释 +,-,./相轨迹［&—!$］，由于非线性微分方程的求
解的困难，都无法准确解释 0本文提出了一个由二阶
自治方程描述的系统，该系统的相轨迹方程不仅能

直接求出解析解，还能产生 +,-,./ 相轨迹 0能定量
地求出无头鸭相轨迹、有头鸭相轨迹和弛张振荡相

轨迹的描述方程和参数条件 0

" C 含分段非线性函数模型系统方程

典型的 +,-,./微分方程为
!"
!# D $ E %（ "）D &（ "，$），

!
!$
!# D " E ’ D (（ "，$）， （!）

其中 " 和 $ 为状态变量，!是常数，&（ "，$），(（ "，
$）")%，这个二阶自治系统是李纳（F7A-,./）方程的
变形 0在文献［"，’，!%］中，非线性函数 %（ "）D E " G

!
$ "$，是有 H形的 $次多项式曲线，如图 !所示 0该

方程的不可积性吸引了很多近似的数学方法用于探

索 +,-,./相轨迹的数学机理 0

图 ! %（ "）D E " G !
$ "$ 的 H形曲线

为了完整准确地研究 +,-,./相轨迹，能够直接
求出（!）式的解析解是最好的方法 0为此，将（!）式
变成

"* / "
/ # D E $ E +（ "），

) /$
/ # D "， （"）

式中 +（ "）是 H形曲线的分段非线性函数表达式：
+（ "）D ""， E " I "， （$,）
+（ "）D 1 G "， E "# "， （$J）

曲线的形状如图 "所示 0
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图 ! 由直线和二次曲线分段表示的 "形曲线

#$ 无头鸭相轨迹方程

无头鸭相轨迹是 %&’&()相轨迹的一部分，应用
（!）式可以求出描述无头鸭相轨迹的方程 *先研究
（#&）式的情况，此时（!）式可表示如下：

!! ) "
) # + ,（$ - "!）， , ! . "， （/&）

% )$
) # + "， （/0）

将（/）式的两式相比后得到系统相图轨迹的切线方程
!) "
)$ + , %（$ - "!）

!" * （1）

积分（1）式，方程的解为

"! + &2, %$3! , $ - !
%

或

"! - $ , !( )% 2%$3! + &， （4）

式中 & 是积分常数 *由不同的积分常数，给出一组
积分曲线族，也给出平面 "5$ 上的曲线族，其上面每
一点都有着由方程（1）确定的切线斜率［6/］*
（4）式中的积分常数 & 取决于（!）式的初始条
件（ "7，$7），为了研究 & 对解的性质的影响，先设参
数 % + ! + 6的情况，此时（4）式［61］为

（ "! - $ , 6）2$ + & * （8）
当 &!7时，

（ "! - $ , 6）2$ 9 7， （:）
方程（:）的相轨迹将是随 " 发散的曲线，在时域上随
时间 # 发散，称为发散轨线 *
当 & + 7时，

"! + 6 , $， （;）
相轨迹是截距为 6的抛物线；是发散轨线和无头鸭

相轨迹的分界线 *
当 , 6 . & . 7时，

, 6 .（ "! - $ , 6）2$ . 7， （67）
相轨迹是层层镶套的闭曲线 *相平面上的闭曲线表
示系统在进行周期运动，当 #"<时，能在时域上观
察到周期振荡的波形，因为这种相轨迹的形状像文

献［!］中称无头的鸭子，称这种闭轨线为无头鸭相轨
迹或无头鸭振荡 *无头鸭相轨迹有多种形状，如大无
头鸭和小无头鸭 *但它们的形状仅取决于（67）式中
积分常数 & 的取值 *在图 #中，分别有 & + , 7$76，
& + , 7$#，& + , 7$1的 # 种不同取值的大无头鸭和
小无头鸭相轨迹 *初始条件越接近分界线，无头鸭相
轨迹越大 *

图 # 系统（/）产生的无头鸭相轨迹和其他类型的相轨迹

/$ 有头鸭相轨迹方程

有头鸭相轨迹是 %&’&()相轨迹的一部分，由系
统（!）产生的有头鸭相轨迹如图 /所示 *有头鸭相轨
迹能够被 #个轨迹方程的分段精确描述 *图中有头
鸭相轨迹由直线 " + , ! 分为两个区域；在 , ! . "
的部分（鸭身体部分），是微分方程（!）和（#&）式的
解，其相轨迹由（4）式描述 *图中相轨迹 ’— (—) 部
分（后背部），由满足积分常数 , 6 . & . 7闭曲线相
轨迹方程（67）描述 *图中相轨迹 )—* 部分（前腹
部），由满足积分常数 &!7的发散轨线相轨迹方程
（:）描述 *
在 , !! " 的部分（鸭头部分），非线性项 +（,）应

为（#0）式，系统（!）改由下式表示：

% )$
) # + "， （66&）

!! ) "
) # + ,（$ - 4 - "）* （660）
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图 ! 系统（"）产生的有头鸭相轨迹

将（##）式的两式相比，得相轨线的切线方程
$ !
$" % & #（" ’ ( ’ !）

"$! ， （#"）

积分式（!)"）后，得到相轨线方程

!" ’ "%!" ’!* "" % &# +
" %
!,-./0 !’ %"

!" ，

" "$!# 1 #， （#2,）

或

（ ! ’ ’# "）
’# % &"（ ! ’ ’" "）

’"，

" "$!# 3 #， （#24）

&#，&" 是由初始条件所确定的常数，

’# % % & %" &!! "
*，

’" % % ’ %" &!! "
*， （#!）

% % #
!$，!* % #

"! $#
5 （#6）

（##）式的初始条件（ !*，"*）是 !* % & "（换式的 ! 分

段非线性函数的分段值）时，满足（(）式的 "* 5
分段方程（##）平衡点为

! % *，" % & (
为渐近稳定平衡点，我们称此平衡点为目标平衡点 5
方程（##）是线性正阻尼方程，所以该平衡点是换式
后的相轨迹的运动目标，任何衰减过程（周期的或非

周期的衰减过程）都是趋向目标平衡点运动，而方程

（##）目标平衡点是位于 & " 3 ! 的区域中 5
有头鸭相轨迹的形成过程为满足于（##）式初始

条件的轨迹由 ( 点出发，达到 ! % & "处后，按（#2）
式的规律沿 )* 段运动，达到 ! % & "处的 * 点后，于

目标平衡点是位于无头鸭相轨迹运动的区域内，相

轨迹的运动规律由（##）式转换为（2）式，换式后的相
轨迹经过（7）式的分界线，按（#*）式的规律沿 *+( 线
段再次运动到 ( 点 5以上就是发散的相轨线经过非
线性函数的换式成为闭曲线的历程 5有头鸭轨线的
方程可以由（(）式，（#2）式共同描述 5轨道由 +( 线段
达到 ( 点后，相轨线可能将会按（(）式规律作无头鸭
轨迹运动 5
为了保证系统（"）维持连续稳定的有头鸭型振

荡，必须使系统（"）的平衡点位于非线性函数（2,）式
的负斜率段，使系统（"）有不稳定平衡点，以保证轨
道由 +( 段达到 ( 点后，依然按（8）式规律运动在轨
迹的 () 段 5为了使有负斜率不稳定平衡点的系统
（"）的相轨迹图 !的 () 段尽可能地符合（(）式，其不
稳定平衡点应紧靠近 *点 5 , % & # 9 #*& 8"*是非常
小的偏置量 5

6 ) 鸭轨迹形状的参数与弛张振荡

鸭轨线的形状多种多样，除了初始条件能够决

定鸭轨线的形状外，（!）式中的参数 $，# 也能影响
鸭轨线的形状 5设 - % & # :$，由（(）式可得

!" ’ " & #
- % &+& -" 5 （#(）

为了分析 - 对鸭轨线的形状的影响，忽略（#(）式左
边的 #:- 和 "（因为 - 是常量，" 与 &+-"变化相比也

可以忽略）后得

! # &+
& -"
" % &+# "

"$ 5 （#;）
当（#;）式的指数为 #时有
& -" :" % #" :"$ % #，" % "$ :# % #:- 5（#8）
此时的 " 值称为鸭轨线的转折指示值 "<，它表

示从该值开始，有头鸭轨线将明显的在︱ !︱方向值
的随 = "︱指数增加 5图 6 显示了 # :"$ 取不同值时
的 >,?,-$相轨迹 5 # :"$ 越小，"< 距离 ( 点的距离

越远，有头鸭轨线的头部越小（图 6（4））5当 # :"$ 足
够小时，有头鸭轨线的的腹部太大以至于看不到头

鸭轨线的头部，有头鸭轨线就成为无头鸭轨线（图 6
（,））5 # :"$ 越大，"< 距离 ( 点越近，有头鸭轨线的

头部越大（如图 6（.）），当 # :"$ 足够大时，有头鸭轨
线的头部也因为大而看不到头鸭轨线的腹部，就成

为众所周知的弛张振荡轨线，见图 6（$）5
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图 ! !"#"取不同值时的 $%&%’(相轨迹 （%）!"#" ) *；（+）!"#" ) ,-.；（/）!"#" ) ,-*；（(）!"#" ) ,-,,,#

0 - 结 论

*- 用一个分段的二次函数取代李纳（123&%’(）
方程中的 4次非线性函数，使方程（#）的相轨迹方程
可积，产生于该方程的复杂丰富的 $%&%’(相轨迹可
以用无头鸭轨线方程和有头鸭轨线方程精确数学的

描述 5
# - 李纳（123&%’(）方程中的弛张振荡器的解释

是在参数!!,（或 ! "#"!6）的极限情况下的近似

数学描述 5而本文对有头鸭轨线的解释可以!（或
! "#"）在任何情况下精确数学的描述，当然也包含
弛张振荡器轨线的解释，弛张振荡器轨线仅是有头

鸭轨线中的一种特例 5有头鸭轨线的方程由（7）式，
（*,）式，（*4）式和（8）式共同描述，根据这些数学描
述，弛张振荡器［*0，*9］的相轨迹不再是跳跃的而是连

续的，仅为其指数 ! "#" 很大 5

本文得到了唐统一教授的关键的指导，在此深表感谢 5
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