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对于量子卷积码理论的研究旨在保护长距离通信中的量子信息序列 ’ 定义了量子态的多项式表示形式，根据
()*+,-.)/01234-125,)/,（(22）型量子码的构造方法，给出了 (22型量子卷积码的一种新的编译码方法，描述了编译码
网络 ’ 该方法将码字基态变换为信息多项式与生成多项式的乘积，然后用量子态上的多项式乘法操作实现编译码
网络 ’ 最后借鉴经典卷积码的译码思想，给出了具有线性复杂度的量子 675,-.7算法 ’
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!国家自然科学基金（批准号：9#&;98"9，9#&!$#;%）资助的课题 ’

" < 引 言

近年来，对量子通信和量子计算理论的研究，为

未来信息技术的深入发展开辟了一个全新的领域 ’
量子信息科学是量子力学与信息科学相结合的产

物，它是以量子物理为基础的一门新兴交叉学科 ’量
子通信系统是面向未来的全新通信技术，在安全和

高效上具有经典通信无法比拟的优势 ’近年来光纤
量子通道传输技术的出现使得量子通信的实用化成

为可能 ’为了真正实现量子信息的可靠传输与处理，
必须保证量子状态经过一定的时空距离传输后保持

不变或能够正确恢复 ’然而，由于量子系统在操作时
不可避免地会受到外界噪声的影响，必然导致量子

状态发生错误 ’ 借助于经典纠错码理论，人们提出
了一系列量子纠错码方案，其中以 ()*+,-.)/01234-1
25,)/,（(22）型码［"—8］和稳定子码理论［&，:］最为成熟

和重要 ’ =-)>>*和 ?,53［9］在 ";;;年给出了量子移位
寄存器和量子态上的多项式乘法的实现方法，本文

在此基础上给出了 (22 型量子卷积码的编译码
方法 ’
本文首先简单介绍了 (22型量子卷积码的构造

方法，讨论编码方法及其实现网络，然后给出量子

675,-.7纠错算法，最后通过对编码网络的逆操作得
到译码网络 ’

$ <(22型量子卷积码介绍

给定一个［［ !，! @ $"，#］］(22 型量子卷积码，

其稳定子生成元可以表示为［!］
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其中 # 称为编码存储 ’ 在此规定，如果
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那么 !（)）〉表示量子态 ’"，# ’$，#⋯ ’!，# ’"，"⋯ ’!，"
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⋯!!，" " !⋯!#，" " !〉，其中
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’((型量子卷积码是以经典卷积码为基础的 &
给定一个［ #，)，*!］经典二元卷积码 +，其对偶码

+#为［#，# " )，*%］卷积码，*! 和 *% 为编码存储 &
如果满足 +$+#，即码 + 是自正交的，则通过 ’((
型量子码的一般构造方法［)］，可以得到一个［［ #，#
" %)，*］］’((型量子卷积码，其基态可以表示为（略
去归一化系数）

!&（%）〉# !
,"+

!（%）*"&（%）〉， （+）

其中

"&（%）" +# ,+ &
常见的经典自正交卷积码一般满足［-］) # !或 # " )
# !，所以本文中仅考虑 ) # !的自正交经典卷积码 &

若无特殊说明，以下讨论的皆为 ’((型量子卷积码 &

. / 编译码方法

给定一个［#，!，*!］自正交卷积码 +，生成矩阵
为 "（%），其对偶码 +#是［ #，# " !，*%］卷积码，生

成矩阵为 "#（%）& 假设 !（%）"+，"&（%）"+#分
别为信息序列 $（%），#（%）的码字，则有
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由于 +$+#，因此可以令 "#（%）中的第一行元素
为 "（%），剩下的 # " %行元素表示为 "2 #（%），即
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因而（+）式可以变换为
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其中关于 $（%）的求和表示取遍 $（%）的所有可能
取值 &
若将 "#（%）写为一般的数字表示形式，则第 -

行可以表示为
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容易验证，在这种表示形式下，有下列关系式成立：
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因此，（)）式可以继续变换为
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通过上述的分析可知，量子卷积码的任意一个

码字基态可以用多项式乘法来实现 & 编码过程分为
两步进行 &
第一步，对（!!）式中的各项实现多项式乘法操

作 & 假设每次输入 " 个时刻的信息，则 $（%#）与

&%（%#）⋯ &# " !（%#）的最高次数可以达到 #（" " !），

(-（%）的最高次数可以达到 #（*% * !）" !& 因此每

个多项式乘法的输出必须达到 #（ " * *%）位，如果

实际输出达不到这个位数，则我们在高位补充相应

位数的 $〉态 & 在网络中可以用 678797:8变换来实
现 $（%#）取遍所有值 & 下面讨论如何根据(-（%）中

的多项式实现相应的乘法网络 & 若 (-（%）中的多项

式的常数项为 !，那么我们直接按照文献［1］中的方
法实现乘法网络；若多项式中常数项为 $，则我们可
以从多项式中提出一个 %$，使多项式的常数项变为

!后实现乘法网络，然后在高位补 $ 个 $〉态，接着
进行 $ 个循环移位［1］，这样就实现了常数项为 $ 的
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多项式乘法网络 !
第二步，对码字基态 !!（"）〉的实现 ! 在量子

网络中控制非门可以实现量子态相加的功能 ! 因此

我们 可 以 将 !
#

#（"$）%"（"）〉作 为 受 控 位，
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位，这样，受控位的输出即为所要的码字基态 !

例 以［&，"，$］自正交卷积码为例，其对偶码为
［&，$，$］卷积码，生成矩阵分别为
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由上述经典码用 )**的构造方法得到一个［［&，"，+］］
量子卷积码 ! 令 & ’ $，"（"）’（" " ( "），则相应
的码字基态为
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图 " ［［&，"，+］］量子卷积码基态编码网络

其编码网络如图 "所示，图中 ’ 表示 12324253门，
( 表示循环移位单元 ! 网络受控位的输出即为码字
基态的多项式系数 !

编码后的信息在传输过程中，不可避免地会受

到噪声的影响 ! 借助于经典编码理论的纠错算法思
想，对量子编码领域的纠错算法进行讨论 ! 首先，对
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指错子 ! 进行测量 ! 令

"#$，%
（&）"

# （［#$，%，&］" $），

% # （｛#$，%，&｝" ${ ），
（#&）

则

! " "#$，#
（&），⋯，"#$，&’

（&），"##，#
（&( )），⋯ !

对指错子 ! 测量时，先制备一个辅助态 $〉，经过
’()(*(+)变换，然后以该辅助位作为控制位对接收
到的状态 !〉进行 #$，%操作，经过 ’()(*(+)再次变
换后用｛ $〉，#〉｝这组基进行测量，最后得到的就
是 "#$，%
（&）!

经典 ,-./+0- 纠错算法是一种最大似然译码算
法，其复杂度随着接收序列的长度而线性增长 ! 借
鉴经典 ,-./+0-算法的译码思想，我们给出适用于量
子卷积码的纠错算法 ! 与分组码的纠错算法不同，
不用同时计算出接收序列的所有指错子，而是接收

一段后对该段进行计算、比较 ! 在每次计算一段指
错子后，挑选一定数量重量最轻的错误矢量 &$ 作为

最可能发生的错误矢量集!$ ! 如此循环迭代，使得

!中的错误矢量 & 长度逐渐增长，直到最后生成与
序列长度相等的错误矢量，也就是需要纠正的错误，

整个译码过程完成 ! 由于量子卷积码的生成元之间
互相有 ( 位的重叠，因此每次译码时我们最多保存
1( 个错误矢量 ! 这样，保证了量子 ,-./+0-算法也具
有线性复杂度 ! 具体的算法可分为四个步骤进行 !
对于 $ " $，⋯，) % #，假设 ) 为输入的总时刻 !
步骤 ! 计算稳定子生成元 #$，#到 #$，&’的指错

子 !$ !
步骤 " 列出步骤 #的!$ % #中差错扩展得到并

与 !$ 一致的所有错误矢量 &$ ! 这时错误矢量作用
于接收序列的 #到 $* 2 ( 量子比特上 !

步骤 # 对于 ( 位上所有状态中的每一个状
态，计算以该状态结尾的所有错误矢量的重量 ! 挑
选其中最轻重量的错误矢量并记录下来，若有相同

最轻重量的错误矢量，则任意挑选其中的一个错误

矢量加以记录 !
步骤 $ 经过上述三个步骤，得到了第 $ 步中最

可能发生的错误矢量集!$，一共包含 1( 个错误矢量 !
当计算出所有长度的错误矢量集后，挑选最轻

重量的错误矢量作为最有可能发生的错误 ! 然后用
相应逆操作恢复出原有编码态，纠错完成 !
对接收序列完成纠错后，即可进行译码 ! 译码

网络只需简单地逆向执行编码过程，即输入编码后

状态，然后逆向执行上述编码过程的每一步，最后恢

复出所有信息位，译码完成 ! 例如对上述举例的译
码，只需从图 #的右端送入编码后的量子比特，信息
在左端相应位被恢复 !

1 3 结 论

455型量子纠错码以经典线性码为基础，是量
子稳定子码类中的一个重要子类 ! 首先提出了 455
型量子卷积码的一种新的编译码方法 ! 由于经典卷
积码可以表示为多项式形式，通过适当变换给出了

455型量子卷积码码字基态的多项式表示形式 ! 这
样编码一个码字基态就可以通过量子态上的多项式

乘法网络实现 ! 这种方法具有高度结构化、思路简
单的特点，且编译码网络易于实现 ! 本文将经典卷
积码的纠错算法思想移植到量子领域，详细给出了

具有线性复杂度的量子 ,-./+0-算法，通过逐段迭代
译码找到最有可能发生的错误矢量 !
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