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利用 )*+,-.+/0* 语言开发了一套计算氦原子 $1!1 组态能量的程序 2提出了构造氦原子 $1!1 组态波函数的新方

法，利用 3*45-/6,73/+8 变分法对氦原子 $1!1（! 9 "—:）组态的非相对论能量进行了计算，并计算了其相对论修正值

（包括质量修正、单体达尔文修正、双体达尔文修正、自旋7自旋接触相互作用修正、轨道7轨道相互作用修正），计算

结果与实验值相当接近 2
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$ J 引 言

探索精确计算氦原子能级结构的方法一直是人

们感兴趣的工作［$—$$］2在过去的几十年里，人们提出

了多种不同的理论方法，如变分法［$—#］，有限元方

法［:］，超球谐函数方法［B，&］等，其中变分法始终是最

简单的方法 2
利用变分法计算氦原子体系的能量，选取合适

的试探波函数是解决问题的关键 2 $KKB 年，LM*N-［(］

采用双 A455-M**1 型试探波函数，系统地研究了氦原

子单激发态的能级结构和光谱，得到了国际上公认

的与实验数据符合得最好的理论计算结果 2 "%%:
年，刘玉孝等［K，$%］采用包含坐标松弛系数的 A455-M**1
型试探波函数，对氦原子基态的能量进行了计算，得

到了高精度的基态能量值 2然而，我们知道 A455-M**1
型试探波函数不便于推广到多电子原子体系 2因此，

探索一种构造试探波函数方法，使之既能精确计算

氦原子的能级结构又能方便地推广到多电子原子体

系，是很有必要的 2 "%%# 年，吴晓丽等［$$］已作过这类

探索，他们采用 O5*+-M 型径向波函数对氦原子单激

发和双激发里德伯系列的非相对论能量进行了计

算，得到了很好的结果，但文中试探波函数的参数数

目很多，计算工作量很大 2 在对氦原子 $1!1 组态能

级结构进行研究的过程中，我们发现了一种简化的

波函数构造方法，其要点是以类氢型径向波函数为

原形，将其中的广义拉盖尔多项式中的每一项前面

添加一个变分系数 2 这种方法参数少，而计算精度

高，且能方便地推广到多电子原子体系 2
依据波函数的这一构造方法，我们以 3*45-/6,7

3/+8 变分法为基础，利用 )*+,-.+/0* 语言开发了一套

计算氦原子 $1!1 组态能量的程序，程序中既包括非

相对论能量的计算，也包括相对论修正（质量修正、

单体达尔文修正、双体达尔文修正、自旋7自旋接触

相互作用修正、轨道7轨道相互作用修正）的计算 2运
行该程序，用户只需要根据提示输入主量子数 ! 以

及总自旋量子数 " 即可得到 $1!1 组态（"" P $）重态

谱项的非相对论能量值、相对论修正值、以及波函数

中的参数值 2 我们对氦原子 $1!1（ ! 9 "—:）组态的

非相对论能量及其相对论修正值进行了具体计算，

计算结果与实验值相当接近 2作为推广应用到多电

子原子体系的实例，我们对铍原子 $1""1!1（ ! 9 ’—

:）组态’ " 谱项的非相对论能量和相对论修正值进

行了具体计算，计算结果与实验数据之间的相对误

差的量级为万分之一 2这说明，我们提出的波函数构

造方法对于多电子原子体系的确是适用的 2

第 :& 卷 第 K 期 "%%( 年 K 月

$%%%7’"K%Q"%%(Q:&（%K）Q:#BK7%&
物 理 学 报
@R=@ SATOUR@ OUVUR@

WX52:&，VX2K，O-Y+-.Z-M，"%%(
!

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
"%%( R,/G2 S,412 OX02



!" 理论与方法

!"#" 非相对论部分

采用原子单位，氦原子的非相对论哈密顿可以

写成
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按照 $*+,-./01$.23 变分法，氦原子的非相对论

能量可以表示为
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其中 8!$%&6&7〉表示氦原子的 $*9*0 波函数，其一

般形式是 7,*2-: 行列式基函数的如下线性组合［’!］：
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式中〈 (’ (! ’(’
’(!

8 (’ (! $&6〉等表示两个角动量耦合

的 =)>)系数，"*(’(’)
（ !）表示单电子波函数，它是单

电子径向、角向和自旋波函数之积，即
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按照角动量耦合理论，氦原子的 $*9*0 波函数

可以展开为［’!］
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对于氦原子 ’D*D 组态的两个原子谱项，’ % 和< %，由于

,(-’(-
% ,EE % ’F ?""，$*9*0 波函数可以进一步简化为
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这里的’和(分别表示自旋向上和向下的自旋波函

数 )由（H）式和（G）式可以看出，氦原子 ’D*D 组态’ %
和< % 两个谱项的 $*9*0 波函数可以统一表示为如

下形式：
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式中 . 是归一化系数，%
（%）（&’，&!）是原子的自旋波

函数，)（%）（ "’，"!）是原子的径向波函数，且

)（%）（ "’，"!）% +’D（ "’）+*D（ "!）
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其中 % 是总自旋量子数 )
将（I）式代入（!）式，并注意到 !#$中不含自旋，得

氦原子 ’D*D 组态的非相对论能量的如下表达式：
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氦原子 !"!" 组态的非相对论能量的计算精度，

依赖 于 径 向 波 函 数!（"）（ #!，## ）中 的 $!"（ #）和

$!"（ #）的函数形式 $ 本文提供一种新的径向波函数

构造方法，其要点是以类氢型径向波函数为原形，将

其中的广义拉盖尔多项式中的每一项前面添加一个

变分系数 $为了尽量减少参数，我们取
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其中 % 和 ’ 分别表示 !" 和 !" 电子的有效屏蔽参

数，)" 为待定变分系数（规定 )! ( ! % !），&!" 为归一

化系数，满足归一化条件

#
0

-

$#
!"（ #）## 1 # % !， （!&）

这里需要说明的是，对于 $!"（ #），我们保持其形式

为类氢型，以减少参数数目；对于 $!"（ #），参数 )"
的数目与主量子数 ! 相同 $

结合（!#）和（!!）式可以看出，通过对有效屏蔽

参数 %，’ 以及待定系数 )" 取变分，使非相对论能

量取极值，就可以得到这些参数所满足的代数方程

组，利用 2)34’5367) 程序解此方程组可以方便地得

到参数值，从而得到非相对论能量和原子波函数 $表
! 中列出了氦原子 !"!"（ ! % #—8）组态的参数值的

计算结果 $

表 ! 氦原子 !"!" 组态的试探性波函数的参数值
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& " #9----& !9!#8<> -9#!!8&& -98:88:& -9<:==8= -9:!<&8;

!"!" 相对论修正部分

对于氦原子的 !"!" 组态，轨道?轨道相互作用

为零，因此只需考虑相对论质量修正 *2@、单体达尔

文修正 *A!、双体达尔文修正 *A# 和自旋?自旋接触

相互作用修正 *BB@ $采用球张量形式，相对论修正哈

密顿为［!#］
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非相对论能量的相对论修正值为
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式中 E&/"0D0B〉表示由（8）式所给出的 F)7)4 波函

数 $利用不可约张量理论和角动量耦合理论，可以得

到氦原子 !! 1! !# 1# 组态中各相对修正项的如下具

体计算式［!#］：
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这里
!& $ !&( )) ) )

等表示 . + 符号，
!& !" %
!" !&{ }$ 等表

示 * + 符号 2
依据上述计算式，我们具体计算了氦原子 &4#4

（# # "—5）组态各谱项能量的相对论修正值，计算

结果列于表 " 2表 . 给出了非相对论能量、相对论修

正、总能量的计算结果，为便于比较，同时列出了对

应的实验数据 2计算结果与实验值相当接近 2

表 " 氦原子 &4#4 组态的非相对论能量和相对论修正（单位为 " ( &.6*)53)% 78）

,9: -+（."） /&（."） /"（."） ,,-（."） ;;（."） ,:

&4"4
& ’ $ "6&%"3* $ &)6).33 36)5*%< $ )6).00&<0 )6)05%.<% ) $ )6)))&).*)*

. ’ $ "6&0%"% $ &)6&"53 36)*"&< ) ) ) $ )6)))&)<<%3

&4.4
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表 . 氦原子 &4 #4 组态的能量（单位为 " ( &.6*)53)% 78）
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!" 讨 论

本文提出了构造氦原子 #$!$ 组态波函数的一

种方法，其要点是以类氢型径向波函数为原形，将其

中的广义拉盖尔多项式中的每一项前面添加一个变

分系数 %依据波函数这一构造方法，我们以 &’()*+,-.
&+/0 变分法为基础，利用 1’/-*2/+3’ 语言开发了一套

计算氦原子 #$!$ 组态能量的程序，程序中既包括非

相对论能量的计算，也包括相对论修正（包括质量修

正、单体达尔文修正、双体达尔文修正、自旋.自旋接

触相互作用修正）的计算 %
本方法的优点在于，我们所采用的试探性波函

数形式简洁，参数少，而计算结果与实验值［#!］相当

接近，从表 ! 中可以看出，计算结果与实验值的相对

误差很小，相对误差的量级为千分之一至十万分之

一 %这说明我们所提出的试探性波函数非常接近原

子的真实波函数 % 其次，我们所开发的 1’/-*2’/+3’
计算程序代码简明、易于操作，运行该程序，用户只

需要根据提示输入主量子数 ! 以及总自旋量子数 "
即可得到 #$!$ 组态（4" 5 #）重态谱项的非相对论能

量值、相对论修正值、以及波函数中的参数值，还可

以展现解析的符号运算过程 %再次，我们的计算是在

球坐标下完成的，这便于进一步推广到多电子原子

体系 % 作为推广应用的实例，我们对铍原子 #$44$!$
（! 6 !—7）组态! " 谱项的非相对论能量和相对论修

正值进行了具体计算 % 计算中，我们将满壳层部分

（#$4）的单电子径向波函数取为类氢型径向波函数，

而将开壳层部分（4$!$）的单电子径向波函数取为按

本文方法构造的波函数 %有关的计算过程宜另行报

道，计算结果列于表 8 和表 7 中 %从表 7 可以看出，

计算结果与实验数据［#!］之间的相对误差的量级为

万分之一 %这说明，我们提出的波函数构造方法对于

多电子原子体系的确是适用的 %

表 8 铍原子 #$44$!$ 组态! " 谱项的非相对论能量和相对论修正（单位是 ’% 9%，4 : #!";<7=<8 *>）

! #?& $3（%4） &#（%4） &4（%4） @@A（%4） BB（%4） #&

! C #8"8848 C 4!8"=<! 4<8"#47 C ;"7=D74 #!"#ED< < C <"<<#4=!84

8 C #8"!;D7 C 4!8"77E 4<!"D8E C ;"7EE7! #!"#77# < C <"<<#4=<8!

7 C #8"!87; C 4!8"7#4 4<!"D4= C ;"7EE84 #!"#78= < C <"<<#4ED<;

表 7 铍原子 #$44$!$ 组态! " 谱项的能量（单位是 ’% 9%，4 : #!";<7=<8 *>）

! #?& #& # ?F@G［#!］ 误差HI

! C #8"8848 C <"<<#4=!84 C #8"88!E C #8"8!## <"<=E

8 C #8"!;D7 C <"<<#4=<8! C #8"!E<= C #8"!E87 <"<4;

7 C #8"!87; C <"<<#4ED<; C #8"!8;D C #8"!7!D <"<8D

附录 非相对论能量的 1’/-*2’/+3’ 计算程序

（!生成单电子径向波函数!）

’［!C ，(C ，)C ］：6 4*( )!"
! （! C ( C #）！

（! 5 (）！4" !
4*! )( )!

(

*
C *! ) (! #

!C (C4

!6 <
+［!］

（! 5 (）！
（! C ( C # C!）！（4( 5 # 5!）！

:（C 4*! )）!
!!!！

5 （! 5 (）！
（! C ( C # C（! C ( C #））！（4( 5 # 5（! C ( C #））！!

（C 4*! )）!C (C#

!!C (C#（! C ( C # )）！
，

’［!C ，(C ，)C ］：6 4%( )!"
! （! C ( C #）！

（! 5 (）！4" !
4%! )( )!

(

*
%! )
! #

!C (C#

!6 <

（! 5 (）！
（! C ( C # C!）！（4( 5 # 5!）！

:（C 4%! )）!
!!!！

H；! 6 6 #,,( 6 6 <%

（!输出对话框，要求用户输入主量子数 ! 和总轨道量子数 "!）

! 6 FJK9/［“L)*’$* +JK9/ /-* M9’J/92 J92N*O !”］；

!E87D 期 黄时中等：氦原子 #$!$ 组态能量及其相对论修正



! ! "#$%&［“’()*+) ,#$%& &-) &.&*( +$,# /%*#&%0 #%01)2 !”］3
（!根据用户输入的总自旋量子数，生成原子径向波函数!）

4-,5-［! ! 6，" ! "［7，6，#7］"［$，6，#8］9 "［7，6，#8］"［$，6，#7］，

! ! 7，" ! "［7，6，#7］"［$，6，#8］: "［7，6，#8］"［$，6，#7］］3
（!完成文中（77）式的各个径向积分，得到非相对论能量的参数表达式!）

（"#&);2*&)［"#&);2*&)［ #8 "（（ : %［ #8 "，｛#8，8｝］:（<= #8）#8 "））#7 #7，｛#8，6，"#>,#,&?｝，@++%0$&,.#+"
｛& A 6，’ A 6，(［6］A 6，，(［7］A 6，(［8］A 6，(［B］A 6｝］，｛#7，6，"#>,#,&?｝，@++%0$&,.#+"
｛& A 6，’ A 6，(［6］A 6，，(［7］A 6，(［8］A 6，(［B］A 6｝］9 "#&);2*&)［（"#&);2*&)［"（"= #7）#8 #8 #7 #7，｛#8，6，#7｝，

@++%0$&,.#+"｛& A 6，’ A 6，(［6］A 6，，(［7］A 6，(［8］A 6，(［B］A 6｝］9 "#&);2*&)［"（"= #7）#8 #8 #7 #7，

｛#8，#7，"#>,#,&?｝，@++%0$&,.#+"｛& A 6，’ A 6，(［6］A 6，，(［7］A 6，(［8］A 6，(［B］A 6｝］），

｛#7，6，"#>,#,&?｝，@++%0$&,.#+"｛& A 6，’ A 6，(［6］A 6，，(［7］A 6，(［8］A 6，(［B］A 6｝］）="#&);2*&)［"#&);2*&)［ ""#8 #8 #7 #7，｛#8，6，

"#>,#,&?｝，@++%0$&,.#+"｛& A 6，’ A 6，(［7］A 6，，(［7］A 6，(［8］A 6，(［B］A 6｝］，

｛#7，6，"#>,#,&?｝，@++%0$&,.#+"｛& A 6，’ A 6，(［6］A 6，，(［7］A 6，(［8］A 6，(［B］A 6｝］3
（!通过对非相对论能量的参数表达式变分优化最低，得到各参数值!）

C,#DE..&［｛%［ ))，&］，%［ ))，’］，%［ ))，(］［6］］，%［ ))，(［7］］，%［ ))，(［8］］，%［ ))，(［B］］｝，｛&，8｝，（ ’，7），｛(［6］7｝，｛(［7］，7｝，｛(
［8］，7｝，｛(［B］，7｝］3
（!输出原子径向波函数表达式!）

** !F 3
（!输出变分优化能量最低得到的各参数值!）

))= 3F ，

G()*2［“H(.1*(‘!”］3

说明 相对论修正部分的 I*&-)0*&,5* 计算程序太长，在此未列出 3

［7］ J.2.1.K L " 8666 +,*- 3 "./ 3 @ !" 6M<N6B
［8］ G*## O I，P-*QQ*2 @ R 7SS8 +,*- 3 "./ 3 @ #! NBST
［B］ J.#. @，U*&&.2, V 7SW< +,*- 3 "./ 3 @ $% 8SW7
［<］ X-*&,* @ J 7ST6 +,*- 3 "./ 3 @ $ 7MMT
［N］ @5Q)20*## R 7SSN +,*- 3 "./ 3 @ &$ 7SMW
［M］ Y,% G Z 7SSN +,*- 3 ".0 3 $&’ 7
［T］ J2,K)5 E 7SSW 1.2[345* !*-6 3 $& 7SS
［W］ Z2*Q) H 4 C 7SSM 76489( :4;.(<;&# &$5 =069(&; +,*-9(- >&$5’44?

（O)\ ].2Q ：@0)2,5*# "#+&,&%&) .> ’-?+,5+）G-*$+ 77
［S］ Y,% ] ^，_-*. _ U，4*#; ] ‘，G-)# ] U 866N 7(6& +,*- 3 !9$ 3 &#

8M86（,# G-,#)+)）［刘玉孝、赵振华、王永强、陈玉红 866N 物理

学报 &# 8M86］

［76］ G-)# ] U，_-*. V G，Y,% ] ^，_-*#; Y R 866B @ 3 76 3 :4; 3 +,*- 3

$( <BT（,# G-,#)+)）［陈玉红、赵书城、刘玉孝、张丽杰 866B 原

子与分子物理学报 $( <BT］

［77］ 4% ^ Y，H.% X G，Y,% ] Z 866< 7(6& +,*- 3 !9$ 3 &) <W（ ,#

G-,#)+)）［吴晓丽、苟秉聪、刘义东 866< 物理学报 &) <W］

［78］ U%*#; V _ 866N A,.4#* 4B 76489( !6#<(6<#.（U)>), ：aVPG ’2)++）

$78S（,# G-,#)+)）［黄时中 866N 原子结构理论（合肥：中国科

学技术大学出版社）第 78S 页］

［7B］ O"VP @&.0,5 V$)5&2* Z*&*1*+)3 b#)2;? Y)K)(+ Z*&*［ZX］3 O*&,.#*(

"#+&,&%&) .> V&*#D*2D+ *#D P)5-#.(.;?3 8667c6Sc6S［866Mc6N］3

-&&$：==$-?+,5+3 #,+& 3 ;.K=5;,[1,#=@&Z*&*=D,+$(*?3 Q+-

<T<N 物 理 学 报 NT 卷



!"#$%& ’"( $#)’*+,+-*+. ./$$#.*+/" /0 *1# !-!- ./"0+%2$’*+/"
+" 1#)+23!

!"#$% &’()*’+$%, -# ."$ /" 0’#$%)1( 2( 3(")4+
（!"##$%$ "& ’()*+,* -./ 0#$,12+,-# 3.&"24-1+".，5.(6+ 7"24-# 8.+9$2*+1)，:6(6 567888，!(+.-）

（9:;:(<:= 7> ?;@+A:B 588C；B:<(D:= E#$"D;B(F@ B:;:(<:= > G:A"B#BH 588I）

JAD@B#;@
J -#@’:E#@(;# FB+%B#E (D =:<:K+F:= @+ ;#K;"K#@: @’: :$:B%H #$= B:K#@(<(D@(; ;+BB:;@(+$ +L ’:K("E)K(M: #@+ED ($ 7D.D

;+$L(%"B#@(+$N J $:O D:@ +L @B(#K L"$;@(+$D L+B 7D.D ;+$L(%"B#@(+$ ($ ’:K("E ’#D A::$ D"%%:D@:=N 4H <(B@": +L @’: 9#HK:(%’)9(@P
<#B(#@(+$#K E:@’+=，@’: $+$)B:K#@(<(D@(; :$:B%(:D +L 7D.D ;+$L(%"B#@(+$ ($ ’:K("E（ . Q 5—R）’#<: A::$ ;#K;"K#@:=，@’:
B:K#@(<(D@(; ;+BB:;@(+$D，O’(;’ ($;K"=: E#DD ;+BB:;@(+$，+$:) #$= @O+)A+=H S#BO($ ;+BB:;@(+$ #$= DF($)DF($ ;+$@#;@ ($@:B#;@(+$，

’#<: A::$ L"B@’:B ;#K;"K#@:= O(@’ @’: @’:+BH +L F:B@"BA#@(+$N T’: ;#K;"K#@:= B:D"K@D #B: ($ %++= #%B::E:$@ O(@’ :UF:B(E:$@#K =#@# N

"#$%&’()：’:K("E #@+E，:$:B%H，<#B(#@(+$#K E:@’+=，-#@’:E#@(;# FB+%B#E
*+,,：>7>8V，8658G，>758T

!WB+X:;@ D"FF+B@:= AH @’: &;(:$@(L(; 9:D:#B;’ G+"$=#@(+$ +L @’: &@#@: !"E#$ 9:D+"B;: -($(D@BH L+B 9:@"B$:= 0’($:D: &;’+K#BD，0’($#（YB#$@ 2+N

588RZ3J!8[ ）#$= @’: 9:D:#B;’ G+"$=#@(+$ +L \=";#@(+$ 4"B:#" +L J$’"( WB+<($;:，0’($#（YB#$@ 2+DN 5885!4Z8R #$= .V588IJ76R）N

, \)E#(K：’"#$%DP]E#(K N #’$"N :="N ;$

RC6R^ 期 黄时中等：氦原子 7D.D 组态能量及其相对论修正


