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研究一般完整系统 )*+对称性的共形不变性与守恒量 ,引入无限小单参数变换群及其生成元向量，定义一般
完整系统动力学方程的 )*+对称性共形不变性，借助 -./*0算子导出 )*+对称性共形不变性的相关条件，给出其确
定方程 ,讨论共形不变性与 12*34*0对称性、5+*对称性以及 )*+对称性之间的关系 ,利用规范函数满足的结构方程
得到系统相应的守恒量 ,举例说明结果的应用 ,
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# ? 引 言

对称性原理是物理学中更高层次的法则，用对

称性理论来研究力学系统的守恒量是近代数学、力

学和物理学科的一个发展方向 , #@#% 年，12*34*0研
究 A98+/32<作用量泛函在时空群的无限小变换作用
下的不变性时，揭示了力学系统守恒量与对称性之

间的关系，提出了著名的 12*34*0定理［#，&］,近年来，
动力学系统的 12*34*0对称性、5+* 对称性和 )*+ 对
称性及其守恒量的研究备受人们关注，已经成为一

个热门的研究领域，取得了一系列重要成果［"—#%］,梅
凤翔提出的 )*+对称性，受到学术界的重视，被迅速
拓展到各类力学系统［#@—&B］,
寻求力学系统的对称性，也就是寻求力学系统

动力学方程共形不变所对应的独立或非独立变量的

变换集 , C9/+.//+<等人研究了 D+0E42FF系统的共形不
变性［&(］，文献［&%］研究了一般完整系统的共形不变
性 ,本文研究一般完整系统 )*+对称性的共形不变
性及系统的守恒量，并举例说明结果的应用 ,

& ? 一般完整系统的 )*+对称性

对于由 ! 个广义坐标 "#（ # G #，⋯，!）确定的

一般完整系统，其运动微分方程有如下形式：

$#（%）G &#， # G #，⋯，( )! ， （#）
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为 -./*0算子，% G %（ ’，!，!·）为系统的 59J09<J*函
数，&# G &#（ ’，!，!·）为非势广义力 ,

如果（#）式非奇异，即
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则由（#）式可求得广义加速度
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取时间 ’和广义坐标 "# 的无限小单参数变换群

’! G ’ K"#$（ ’，!，!·），

!!"（ #!）G !"（ #）K!""（ #，!，!·）， （6）

其中"为无限小参数，#$，## 为群的无限小变换的

生成元或生成函数 ,引入无限小生成元向量及其一、
二次扩展
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假设在无限小变换（*）下，+,-.,/-0函数 & 变为 &!，
广义力 ’# 变为’!# ，有

&! " & (!，!!，1!
!

1 (( )!

" &（ (，!，!·）$"!（!）（&）$ )（"’）， （2）

’!# " ’# (!，!!，1!
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1 (( )!

" ’#（ (，!，!·）$"!（!）（’#）$ )（"’）(（!#）
如果用变换后的动力学函数 &!，’!# 代替变换前的
动力学函数 &，’# 时，方程（!）的形式保持不变，即

*#（&!）" ’!# ， （!!）
则称这种不变性为广义坐标下一般完整系统的 304
对称性 (
将（2）和（!#）式代入（!!）式，忽略高阶小量，并

利用方程（!）可得广义坐标下一般完整系统 304对
称性的确定方程

｛*#［!（!）（&）］% !（!）（’#）｝5 *#（&）" ’#
" #(（!’）

67 一般完整系统 304对称性的共形不
变性

定义 ! 对于广义坐标下一般完整系统动力学
方程（!），如果存在非奇异矩阵 +,

# 满足

*#｛!
（!）（&）｝% !（!）（’#）

" +,
#｛*,（&）% ’,｝，（ #，, " !，⋯，-），（!6）

则称方程（!）在无限小单参数变换（*）作用下是 304
对称性共形不变性 (（!6）式是满足 304对称性共形
不变性的确定方程，其中 +,

# 为其共形因子 (
由于描述系统运动特征的 +,-.,/-0函数 & 不是

唯一的，如果：!）在 &和’# 上乘一个任意常数+，’）

在 &上添加一个任意函数# "#（ (，!，!·）的全导数
项 "#，6）在 & 上添加一个时间 ( 的任意函数$ "

$（ (），这几种情形都不会改变系统的运动微分方
程 (即有

*#（+& $ .!
"# $ .’$）% +’#

" +｛*#（&）% ’#｝" #( （!8）
由此有如下命题 (
命题 ! 如果 +,-.,/-0函数 & 和非势广义力 ’#

在无限小单参数变换（*）作用下满足
!（!）（&）" +& $ .!

"# $ .’$，

!（!）（’#）" +’#， （!*）

其中 .!，.’ 和 + 为常数，# " #（ (，!，!·），$ "

$（ (），则动力学方程（!）是 304对称性共形不变性 (
证明 由于
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容易得到

*#｛!
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" +*#（&）$ .! *#（ "#）$ .’ *#（$）% +（’#）

" +*#（&）% +（’#）" +,
#｛*,（&）%（’,）｝，
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式中 +,
# "%,

#+（其中%,
# "

!，# " ,
#，# "

{ ,
），由定义 !

可知，动力学方程（!）是 304对称性共形不变性 (

8 7 304对称性共形不变性与其他对称
性的关系

由 :;0<=0.定理，不难得到一般完整系统的 304
对称性共形不变性与 :;0<=0.对称性的关系 (
命题 " 如果一般完整系统 304对称性共形不

变性的生成元!#，!# 和规范函数 /0 " /0（ (，!，!·）
满足如下 :;0<=0.等式

&"!# $ !（!）（&）$ ’#（!# % $·#!#）$ "/0 " #，
（!2）

则 304对称性共形不变性是 :;0<=0.对称性 (否则，
不是 :;0<=0.对称性 (
一般完整系统的 304对称性共形不变性与 +40

对称性的关系，有下述命题 (
命题 # 如果生成元向量和 >?@0. 算子对

+,-.,/-0函数 & 和非势广义力’# 的作用满足

*#［!（!）（&）］% !（!）（’#）

" .｛!（’）［*#（&）］% !（!）（’#）｝，

（. 为常数）， （’#）
则一般完整系统的 304对称性共形不变性是 +40对
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称性共形不变性 !同时，系统也是 "#$对称性 !
证明 "#$对称性共形不变性可定义为
!（%）｛"#（$）& %#｝’ &’#｛"’（$）& %’｝，（%(）

由（%)）式有
"#｛!
（(）（$）｝& !（(）（%#）

’ (｛!（%）［"#（$）］& !（(）（%#）｝

’ (!（%）｛"#（$）& %#｝! （%%）
由 *$#对称性共形不变性定义（(+）式不难得出

!（%）｛"#（$）& %#｝’
(
()

’
#｛"’（$）& %’｝

’ & ’#｛"’（$）& %’｝，（%+）
即一般完整系统的 *$#对称性共形不变性是 "#$对
称性共形不变性 !
考虑到一般完整系统动力学方程（(），则有

!（%）｛"#（$）& %#｝, "’（$）’ %#

’ & ’#｛"’（$）& %’｝, "’（$）’ %#
’ )， （%-）

即一般完整系统的 *$#对称性共形不变性是 "#$对
称性 !
广义坐标下一般完整系统 *$#对称性共形不变

性与 *$#对称性有如下关系 !
命题 ! 如果广义坐标下一般完整系统是 *$#

对称性共形不变性，则系统必定也是 *$#对称性 !
证明 将（(）式代入（(+）式，即得一般完整系统

动力学方程（(）*$#对称性的确定方程
｛"#［!（(）（$）］& !（(）（%#）｝, "#（$）’ %#

’ )’
#｛"’（$）& %#｝, "’（$）’ %#

’ )! （%.）

./ *$#对称性共形不变性的守恒量

一般完整系统的 *$#对称性共形不变性满足一
定条件时也可导致相应的守恒量，结果如下：

命题 " 对于满足 *$#对称性共形不变性的确
定方程（(+）的无限小生成元!)，!#，如果存在规范函

数 * ’ *（ +，!，"!）满足如下结构方程：
!（(）（$）,!) 0 !（(）｛!（(）（$）｝

0 !（(）（%#）（!# & -·#!)）0 ,* ’ )， （%1）
则一般完整系统存在对应于 *$#对称性共形不变性
的 *$#守恒量

.* ’ !（(）（$）!) 0!!（(）（$）
!-·#
（!# & -·#!)）0 *

’ 23456 ! （%7）

证明 利用广义坐标下一般完整系统的运动微

分方程（(）及其 *$# 对称共形不变性的确定方程
（(+），可以得到

"#｛!
（(）（$）｝& !（(）（%#）

’ )’
#｛"’（$）& %’｝

’ )， （%8）
从而有

9 .
9 + ’ !

!（(）（$）
!+ 0!!（(）（$）

!-#
-·# 0!!（(）（$）
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0 !（(）（$）,!) 0 9
9 +
!!（(）（$）
!-·#
（!# & -·#!)）

0!!（(）（$）
!-·#
（ ,!# & /-#!) & -·#,!)）& !（(）（$）,!)

&!!（(）（$）
!+ !) &!!（(）（$）

!-#
!#

&!!（(）（$）
!-·#
（ ,!# & -·#,!)）

& !（(）（%#）（!# & -·#!)）

’（!# & -·#!) (） 9
9 +
!!（(）（$）
!-·#

&!!（(）（$）
!-#

& !（(）（%# )）
’（!# & -·#!)）)

’
#｛"’（$）& %’｝

’ )! （%:）
*$#对称性共形不变性通过 ;3$6<$= 对称性可

导出 ;3$6<$=守恒量 !
命题 # 对一般完整系统，如果 *$# 对称性共

形不变性的生成元!)，!#和规范函数*0 ’ *0（ +，!，

!·）满足如下结构方程

$,!) 0 !（(）（$）0 %#（!# & -·#!)）0 ,*0 ’ )，
（+)）

则 *$#对称性共形不变性导致 ;3$6<$=守恒量

.; ’ $!) 0 !$
!-·#
（!# & ,-#!)）0 *0 ’ 23456 !（+(）

证明

9 .;
9 + ’ ,$!) 0 $,!) 0 9

9 +
!$
!-·#
（!# & -·#!)）

0 !$
!-·#
（ ,!# & /-#!) & -·#,!)）

& $,!) &!$
!+!) & !$

!-#
!#

& !$
!-·#
（ ,!# & -·#,!)）& %#（!# & -·#!)）
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!（!! " "·!!#）
$
$ #
!$
!"·!

" !$
!"!

" %( )!
! #% （&’）
在时间不变的特殊无限小变换下，即（(）式中取

!# ! #，)*+对称性共形不变性通过 ,+*对称性可导
出 -./012守恒量 %
命题 ! 一般完整系统在时间不变的特殊无限

小变换下，如果 )*+对称性共形不变性的生成元!!

满足条件

&!! ! !"!

!"’
!’ 3!"!

!("’

(!’， （&&）

且存在某函数# !#（ #，!，!·）使得

!"!

!("!
3 $

$ # 42# ! #， （&5）

则 )*+对称性共形不变性导致 -./012守恒量

)- ! 6
#
!
!"!
（#!!）3

6
#
!
!"·!

#
$
$ #!( )! ! 7.289 %

（&(）
证明 在时间不变的特殊无限小变换下，即（(）

式中取!# ! #，则

*（’）｛+!（$）" %!｝

! *（’）（ &"! ""!）

! !’
!
!"’

3 (!’
!
!"·’

3 &!’
!
!&"( )

’

（ &"! ""!）

! &!! "!’
!"!

!"’
" (!’

!"!

!"·’
% （&:）

若生成元!! 满足条件（&&），则等式右边等于零，即
系统 ,+*对称性，从而导致 -./012守恒量（&(）［66］%
需要指出的是，在上述情况中，如果生成元既是

,+*对称性生成元又是 ;.*9<*= 对称性生成元，则
（&(）式给出的守恒量是平凡的［’>］%

: ? 算 例

二自由度系统为

$ ! 6
’（"·’6 3 "·’’），

%6 ! "’
6，

%’ ! "’
’ % （&@）

取无限小变换的生成元

!# ! 6，!6 ! "6，!’ ! "’， （&A）

则

*（6）（$）! ’ 6
’（"·’6 3 "·’’[ ]） ! ’$，

*（6）（%6）! ’%6，

*（6）（%’）! ’%’ （&>）

满足（6(），系统为 )*+对称性共形不变性 %事实上，
+!｛*
（6）（$）｝" *（6）（%!）

! +!（’$）" ’%!

! ’$’
!｛+’（$）" %’｝! #
（ !，’ ! 6，’）， （5#）

由定义 6，系统是 )*+对称性共形不变性，共形因子
,’

! ! ’$’
! % 由命题 5，系统同时也是 )*+对称性的 %

由（’:）得
(- ! " *（6）（$）(!# " *（6）｛*（6）（$）｝

" *（6）（%!）（!! " ("!!#）

! " ’（"·’6 3 "·’’）" ’（"&
6 3 "&

’）

3 ’（"’
6 "
·

6 3 "’
’ "
·

’）， （56）

- ! ’
&（"&

6 3 "&
’）" ’（"6 "

·
6 3 "’ "
·

’）% （5’）

（’@）式给出 )*+对称共形不变性的守恒量

) ! ’
&（"&

6 3 "&
’）"（"·’6 3 "·’’）! 7.289 % （5&）

显然，生成元!#，!! 和规范函数 - ! 6
&（"&

6 3

"&
’）"（"6 "

·
6 3 "’ "
·

’）满足结构方程（&#），导致的

;.*9<*=守恒量与结果（5&）相同 %事实上，考虑到结
果（&>），则（’:）与（&#）式实际上是相同的，从而守恒
量（’@）与（&6）结果也相同 %由命题 ’知，系统 )*+对
称性共形不变性是 ;.*9<*=对称性 %
由于

*（’）｛+!（$）｝" *（6）（%!）! +!（$）" ’%!，（55）

从（5#）式可知，（55）式不满足条件（’#）%根据命题 &，
对于无限小变换的生成元（&A），系统 )*+对称性共
形不变性不是 ,+*对称性共形不变性，也不是 ,+*对
称性 %
如果取生成元

!# ! #，!6 ! "·6，!’ ! "·’， （5(）

系统不是 )*+对称性共形不变性，也不是 )*+对称
性，但满足 ,+* 对称性条件，同时又是 ;.*9<*= 对称
性，（&(）式给出的守恒量 ) ! #是平凡的 %容易求出

满足 ;.*9<*=等式（&#）的规范函数 -; ! " ’
&（"&

6 3

"&
’），;.*9<*=守恒量（&6）计算的结果与（5&）相同 %

(’6期 蔡建乐：一般完整系统 )*+对称性的共形不变性与守恒量



!" 结 论

在无限小单参数变换群作用下，定义一般完整

系统动力学方程的 #$% 对称共形不变性 & 如果
’()*(+)$函数 !和非势广义力"#在无限小单参数变

换群作用下满足 $（,）（!）- %! . &,
’! . &/"（其中

! -!（ (，!，"!），" -"（ (），&,，&/和 %为常数），则
一般完整系统是 #$%对称性共形不变性，同时也是
#$%对称性 &#$%对称性共形不变性满足一定条件时
也可导致相应的守恒量 &
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%1+,*23+*5 ;<#(1=#（C$%;%+)：C$%;%+) R+H2%2<2$ 1S T$?3+1F1)U G*$HH）

（%+ I3%+$H$）［梅凤翔 /MMJ 约束力学系统的对称性与守恒量

（北京：北京理工大学出版社）］

［,/］ ’<1 @ O /MM8 .+(* E,<# & ;32 &&! ,（%+ I3%+$H$）［罗绍凯 /MM8 物

理学报 &! ,］

［,8］ K3(+) L /MM9 .+(* E,<# & ;32 &&’ /67M（%+ I3%+$H$）［张 毅 /MM9
物理学报 &’ /67M］

［,J］ P%( ’ V，K3$+) @ W，K3(+) L L /MM! .+(* E,<# & ;32 &&( 99!9（%+

I3%+$H$）［贾利群、郑世旺、张耀宇 /MM! 物理学报 &( 99!9］

［,9］ #$% D E，E< E P /MM9 .+(* E,<# & ;32 &&’ 99/,（%+ I3%+$H$）［梅凤

翔、许学军 /MM9 物理学报 &’ 99/,］

［,N］ K3(+) L /MMN &6==92 & D,16- & E,<# &’& !8/
［,!］ K3(+) L /MM! .+(* E,<# & ;32 & &( 8M9J,（ %+ I3%+$H$）［张 毅

/MM! 物理学报 &( 8M9J］

［,7］ :%+) 0，D(+) P Q，W(+) G /MM! &6==92 & D,16- & E,<# &’) ,6
［,6］ K3$+) @ W，E%$ P D，K3(+) V Q /MM! &,32 & E,<# & !1(( & !’

/,NJ
［/M］ D(+) P Q，W(+) G，:%+) 0 /MM7 &6==92 & D,16- & E,<# &’# 98
［/,］ ’<1 @ O /MMJ .+(* E,<# & ;32 &&" 9（%+ I3%+$H$）［罗绍凯 /MMJ 物

理学报 &" 9］

［//］ ’% Q，D(+) P Q /MMJ .+(* E,<# & ;32 &&" /7M!（%+ I3%+$H$）［李

红、方建会 /MMJ 物理学报 &" /7M!］

［/8］ K3(+) L，X$ W O /MM9 .+(* E,<# & ;32 &&’ ,JNJ（%+ I3%+$H$）［张

毅、葛伟宽 /MM9 物理学报 &’ ,JNJ］

［/J］ D(+) P Q，’%(1 L G，G$+) L /MM9 .+(* E,<# & ;32 & &’ 9MM（ %+

I3%+$H$）［方建会、廖永潘、彭 勇 /MM9 物理学报 &’ 9MM］

［/9］ X$ W O /MM! .+(* E,<# & ;32 & &( ,（%+ I3%+$H$）［葛伟宽 /MM!物

理学报 &( ,］

［/N］ P%( ’ V，’<1 @ O，K3(+) L L /MM7 .+(* E,<# & ;32 & &* /MMN（%+

I3%+$H$）［贾利群、罗绍凯、张耀宇 /MM7 物理学报 &* /MMN］

［/!］ X(F%<FF%+ 4 @，X(S(*1B X X，#(F(%H3=( Y G，O3Z(+ 4 # ,66!

.2*5<(3+*5 F<2*=3+# 67 G15=,65(H， A3-/,677 *20 )*=:9 ;<#(1=#
（#1H?1Z：[D0）（%+ Y<HH%(+）

［/7］ I(% P ’ /MM7 &,32 & E,<# & !1(( &!& ,9/8
［/6］ K3(+) Q C，I3$+ ’ V /MM9 @69-2*5 67 (,1 E,<#3+*5 ;6+31(< 67 @*4*2

*’ 6M9
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（.(/(#0(1 - 234#5 6,,-；4(0#7(1 8"%97/4#3: 4(/(#0(1 6 $95; 6,,-）

2<7:4"/:
!=%>=48"5 #%0"4#"%/( "%1 /=%7(40(1 ?9"%:#:#(7 => @(# 7;88(:4; >=4 A(%(4"5 B=5=%=8#/ 7;7:(87 "4( 7:91#(1 :B=4=9AB5; C D;
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7B=951 7":#7>; "4( 1(4#0(1 97#%A :B( E95(4 =3(4":=4，"%1 :B(#4 1(:(48#%#%A (?9":#=%7 "4( :B(% 34(7(%:(1C @=4(=0(4， :B(
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!K4=L(/: 7933=4:(1 <; :B( G":#=%"5 G":94"5 M/#(%/( I=9%1":#=% => !B#%"（N4"%: G=7C +,OP6,6+，+,PP6,6O），"%1 :B( M3(/#"5#Q(1 .(7("4/B I9%1 >=4 :B(

R=/:=4"5 K4=A4"8 => S#AB(4 E19/":#=% => !B#%"（N4"%: G=C 6,,T,,,P,66）C

) E&8"#5：/"#L#"%5(U ;"B==C /=8C /%

P6+期 蔡建乐：一般完整系统 @(#对称性的共形不变性与守恒量


