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求解了非球谐振子势场中 #*& 自旋粒子满足的 +,-./ 方程，+,-./ 哈密顿量包含有标量非球谐振子势 !（ "）和矢

量非球谐振子势 #（ "）0在!（ "）1 !（ "）2 #（ "）1 $ 和!（ "）1 #（ "）3 !（ "）1 $ 的条件下，解析地得到了 +,-./ 旋

量波函数的束缚态解和能谱方程，结果表明非球谐振子势具有赝自旋对称性 0 并讨论了 +,-./ 旋量上下分量径向波

函数的波节结构及其之间的关系 0
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# C 引 言

在核物理学的研究中，赝自旋对称性的提出已

有 4$ 多年的历史，最初这一概念是用来解释在球

形核 中 观 察 到 的 单 核 子 某 些 能 级 间 的 准 简 并 现

象［#，&］0 具有非相对论量子数 $" ，%，& 1 % 2( )#
& 和

$" 3 #，% 2 &，& 1 % 2( )4
& 的两 个 能 级 是 准 简 并

的，其中 $" ，%，& 分别表示单核子的径向，轨道及总

角动量量子数，当 $" ，% 固定时，这样的一对准简并

态被称之为赝自旋相伴态 0 球形核中单核子能级的

这种双重结构能够用赝轨道角动量!% 1 % 2 # 与赝

自旋角动量!’ 1 #*&的耦合 & 1!% D!’ 描述，赝自旋相

伴态具有相同的赝轨道角动量量子数!% 0 例如，对

于 赝 自 旋 相 伴 态 $"( 4
&

； $" 3( )# )( )(
& ，!% 1 &；

$"* (
&

； $" 3( )# +( )"
& ，!% 1 4； $") "& ； $" 3( )# ,( )E

& ，!%

1 )，等等［4］0 虽然赝自旋对称性能够很好地解释

核物理学中的许多现象［)—%］，但人们却始终无法理

解其产生的原因，直到 F,:G//=,G 的研究发现赝轨道

角动量!% 恰好是 +,-./ 旋量下分量的轨道角动量，并

且建立起赝自旋对称性与大小相等但符号相反的标

量势 ( )! " 和矢量势 ( )# " 之间的联系［"，’］0
众所周知，在量子力学中谐振子势是一个可精

确求解的势函数并有着广泛的应用 0 球谐振子势作

为原子核壳层结构中的有心势，很好地描述了核的

单粒子运动以及球变形核与轴变形核的壳层结构 0
近年来，#*& 7自旋粒子在 相对论性谐振子势场中的

运动引起了人们的主意 0 H=A: 等［E］在 +,-./ 哈密顿

量中引入空间坐标平方函数的标量势 ( )! " 和矢量

势 ( )# " ，建立了一个类谐振子势的二阶微分方程 0
在严格的赝自旋对称性，即"（ "）1 #（ "）2 !（ "）1
$ 的条件下这一方程的束缚态能够解析地得到，并

且在!（ "）1 #（ "）3 !（ "）1 $ 的条件下也有解析

解与 I@J@9,: 等［#$］的结论相一致 0 F,:G//=,G 在!（ "）
1 $ 的条件下求解了轴对称及球对称谐振子势，认

为这一条件可以用来讨论嵌入在原子核中的反核子

的光谱结构［##］0 然而考虑到在实际上原子核会偏离

轴对称及球对称谐振子模型，人们提出了一类非谐

振子模型，它们是在谐振子势上附加其他形式的势

函数 0文献［E］在谐振子势上附加 KGGB?7L.MG: 势，在

赝自旋对称性条件下得到了束缚态解并消除了某些

简并 0 F@G 等［#&］讨论了一类环状非球谐振子势，在

赝自旋对称性条件下得到了其相对论性束缚态解 0
N,?OG. 等［#4，#)］研究了更为普遍的 +,-./ 振子势场中

#*& 7自旋粒子的运动，+,-./ 振子势是由谐振子势附

加一项线性势构成 0在!( )" 1 ( )# " 3 ( )! " 1 $ 和

"( )" 1 ( )# " 2 ( )! " 1 $ 的条件下，得到了相应的

+,-./ 方程的束缚态解和能量本征值，讨论了径向波
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函数的波节结构，显示了在!( )! ! " 和"( )! ! "
的条件下 #$%&’ 振子势的赝自旋对称性 (

本文 求 解 具 有 标 量 和 矢 量 非 球 谐 振 子 势 的

#$%&’ 方程，给出了在!( )! ! " 和"( )! ! " 的条件

下 #$%&’ 旋量的上，下分量的束缚态解，得到了束缚

态满足的能谱方程并讨论了束缚态径向波函数的波

节结构 (

) * +,) 自旋粒子满足的 #$%&’ 方程

非球谐振子势具有下面的形式［+-—+.］：

( )" ! ! +
) #!)#) / $

)#!)
， （+）

其中 # 和#是粒子的静止质量和谐振频率，$为实

的参数 ( 为简单下面选取自然单位%! $ !# ! +(
具有静止质量 # 和能量&的自旋为 +,) 粒子满

足的与时间无关的 #$%&’ 方程为

%#’ !&’， （)）

其中的 #$%&’ 哈密顿量为

%# ! !·! /(# /)， （0）

! !
" "
"

( )"
，( !

& "
" 1( )& ( （2）

这里"为三维矢量，其分量是 3&45$ 矩阵 ( 方程（0）

中的矩阵势)一般可看作 +6 个线性无关矩阵的线

性组合，这 +6 个矩阵按其在 78%9:;< 变换下的性质

可以分为标量，赝标量，矢量，赝矢量和张量［+=］( 在

下面的研究中，矩阵势)仅含有标量势和矢量势 (
对于有心力场，哈密顿量，宇称和总角动量构成系

统的对易守恒量完全集，#$%&’ 方程（)）的本征态可

以宇称，总角动量量子数 ’ 和它的第三个量子数 (
标记为［+0］

’
>
’( ( )! !

$) >
’*（ !）
! *

>
’( ( )!

+!’"*（ !）
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>
’( ( )
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式中的*’( 来自二分量旋量与轨道角动量的耦合 (
轨道角动量量子数 * 和"* 分别与二分量旋量的上，

下分量有关 (利用算子!·! 在球极坐标下的形式，

方程（)）可以写为

+! ·,! 1 $
!+!(-. /( # / ( )[ ]/ ! / ( ){ }" ! ’( )!

!&’( )! ( （6）

其中的算子 -. ! 1( "· * /( )+ ，-. 的本征值 0 !

> ’ /( )+,) ( 自旋?轨道耦和量子数 0 与轨道角动

量量子数 * 满足下面的关系：

0 !
1 * /( )+ ! 1 ’ /( )+,) ，’ ! * / +,) 0 @( )" ，

* ! / ’ /( )+,) ，’ ! * 1 +,) 0 A( )"{ ，

（.）

并且量子数 0 完全确定了量子数 ’，*，"*

’ ! 0 1 +
) ，* ! 0 / +

)
0
0 1( )+ ，

"* ! * 1
0
0 ( （=）

于是方程（)）中的 #$%&’ 旋量能够惟一的用量子数

0，( 表示为

’0( ( )! !

$)0（ !）
! *0( ( )!

+0（ !）
! *1 0( ( )











!
( （B）

由方程（6）可得 #$%&’ 旋量的上分量 )0（ !）和下分量

+0（ !）分别满足的微分方程

C
C! / 0( )! )0 ( )! ! & / # 1!( )[ ]! +0 ( )! ，（+"）

C
C! 1 0( )! +0 ( )! ! 1 & 1 # 1"( )[ ]! )0 ( )! ，（++）

其中利用到下面的关系式：

+! !
" ,!

,!
( )"

，

+!( !
" &
1 &( )" ，

,!*DE ( )! ! 1*1DE ( )! ， （+)）

"( )! ! ( )" ! / ( )/ ! ，

!( )! ! ( )" ! 1 ( )/ ! ( （+0）

由方程（+"）求出 +0 ( )! 的表示式并代入方程（++），

则上分量 )0 ( )!

{
满足的二阶微分方程为

C)

C !) 1 0 0 /( )+
!)

/ !F ( )!
& / # 1!（ !）

C
C ! / 0[ ] }! )0 ( )!

! 1［& 1 # 1"（ !）］

G［& / # 1!（ !）］)0（ !）( （+2）

相应的下分量 +0 ( )!

{
满足的微分方程为

C)

C !) 1 0 0 1( )+
!)

/ "F ( )!
& 1 # 1"（ !）

C
C ! 1 0[ ] }! +0 ( )!

! 1［& 1 # 1"( )! ］

G［& / # 1!( )! ］+0 ( )! ， （+-）
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其中!! ( )! ，"! ( )! 分别表示!( )! 和"( )! 对 ! 求

导数 "
显然对于下面要讨论的非球谐振子势，势函数

"( )! 和!( )! 分别含有 ! 的平方项和反平方项，而

"! ( )! 和!! ( )! 含有 ! 的一次方项和反三次方项 "
把这些结果代入，由于数学上的困难不能给出方程

（#$）和（#%）的解析解 "但是无论是!( )! & ’ 或者

"( )! & ’，方程（#$）和（#%）存在解析解 " 有意义的

是"( )! & ’ 和!( )! & ’ 都对应于 ()*+, 方程的 "#
（-）对称性［.，#/］，"( )! & ’ 是赝自旋对称性存在的

必要条件 "

0 1 非球谐振子势和赝自旋对称性

我们首先考虑

"( )! & #
- $!- 2 #

-$!-
，!( )! & ’" （#3）

于是上分量 %&（ !）满足的方程（#$

[
）变为

4-

4 !- 5 ’（’ 2 #）

!- 5 #
- $ 2( )$ $!-

2（$- 5 $- ]） %&（ !）& ’， （#6）

其中 & & 2( )# & ( ( 2( )# ，并且

’ ’ 2( )# & ( ( 2( )# 2 $ 2( )$#
-$ " （#.）

这里的 ’ 可定义为非球谐振子势场中球形核的轨

道角动量量子数，’ 也能由自旋 5 轨道耦和量子数

& 确定 "引入新的变量和参数

) & *- !-，

*- & $ $ 2( )$! - ，

% & $- 5$-

*- "

（#/）

方程（#6）变为下面的形式：

$) 4-

4)- 2 - 4
4) 5 ’ ’ 2( )#

) 5 ) 5[ ]% %& ( )) & ’"

（-’）

方程（-’）的解可设为

%& ( )) & +789 5( ))
- )

’ 2( )#
- ( ), ) " （-#）

把（-#）式代入方程（-’），便得到 ( ), )

[
满足的方程

) 4-

4)- 2 ’ 2 0
- 5( )) 4

4)

5 #
- ’ 2 0

- 2 %( ) ]-
( ), ) & ’， （--）

方程（--）为一合流超几何方程，其满足边界条件

( ), ) )": & ’ 的束缚态解为 - 阶 ;<=)=7 多项式或广

义 >+?@7**7 多项式 "&-! ( )) ，其中

-! & 5 #
- ’ 2 0

- 2 %( )- ，

& & ’ 2 #
- " （-0）

以 *- !- 替换 ) ，方程（-’）的解可写为

%& ( )! & +789 5 #
- *- !( )- *- !( )- （’2#）

- "&-! *- !( )- "

（-$）

由方程（#.），（#/）和方程（-0）可以得到束缚态满足

的能谱方程为

$ 5( )$ $ 2( )$
-! $ & --! 2 ’ 2( )0

- "（-%）

由于 -! 是等于或大于零的整数，因而能量本征值是

分立的 "
接着我们考虑另一情况：

!( )! & #
- $!- 2 #

-$!-
，"( )! & ’" （-3）

利用与以上相同的方法可把方程（#%）变为下面简

单的形式：

$)A
4-

4)A -
2 - 4

4)A
5
#’（#’ 2 #）

)A
5 )A 5$[ ]% .& )( )A & ’ "

（-6）

其中

)A &#*- !-，

#*- & $ $ 5( )$! - ，

$% & $- 5$-

#*- " （-.）

#’（#’ 2 #）&$(（$( 2 #）2 $ 5( )$#
-$ " （-/）

由于 & & 2( )# &$( $( 2( )# ，方程（-6）的渐近解可

设为

.& )( )A & /75$) B- )A
#’ 2( )#

- , )( )A ， （0’）

最后，我们得到方程（-6）的束缚态解和束缚态满

足的能谱方程为

.& $( )) & /789 5 #
-
#*- !( )- #*- !( )- #’ 2( )#

- "#&-! #*
- !( )- ，

（0#）

$ 2( )$ $ 5( )$
-! $ & -#-! 2#’ 2( )0

- ，（0-）

其中
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!!" " # $
%
!# & ’

% &
"!( )% ，"

! "!# & $
% ( （’’）

由以上结果可以讨论 )*+,- 旋量上，下分量径向波

函数波节之间的关系 (从方程（$.）可以得到

$%（ "）" $
# & &

/
/ " & %( )" ’%（ "）( （’0）

利用广义 1,234++4 多项式 ("!"（ "）之间的递推关系，

当 % 5 .，能够得到

$% ( )" " )*
# & &467 # $

% *% "( )% *% "( )% #8%

[9 !" & # &( )$
% (## $

%!"

#（# & + & $）(# & $
%!"

& !" &( )$ (## $
%!" & ]$ ( （’:）

而当 % ; .，我们有

$%（ "）" )*
# & &467 # $

% *% "( )% *% "( )% #8%

[9 !" & # &( )$
% (## $

%!" #（# # +）(#& $
%!"

& !" &( )$ (## $
%!" & ]$ ( （’<）

对于 )*+,- 旋量的下分量，% 5 .，有

’%（ "）" # ,!*
# # &467 # $

%
!*% "( )% !*% "( )% !# 8%

[9 !!" &!# &( )$
% (!# #

$
%!!"

#（!# &"+ & $）(!# &
$
%!!"

& !!" &( )$ (!# #
$
%!!" & ]$ ， （’=）

并且 % ; .，

’% ( )" " # ,!*
# # &467 # $

%
!*% "( )% !*% "( )% !# 8%

[9 !!" &!# &( )$
% (!# #

$
%!!" #（!# #"+）(!# & $

%!!"

& !!" &( )$ (!# #
$
%!!" & ]$ ( （’>）

在以上的推导中，我们利用了关系式［%.］

("! " ("!#$ & ("#$
! ( （’?）

! 阶广义 1,234++4 多项式 ("! ( )" 有 ! 个零点，

由此可知 ’% 有 !" 个节点，而 $% ( )" 的表示式（’:）

和（’<）给出无论是 % 5 . 或者 % ; .，$% ( )" 都有 !"

& $ 节点，即

!$ " !’ & $， （0.）

与此相同，我们得到在$( )" " . 的条件下波函数

!!$ 和!!’ 的波节数满足关系式

!!$ "!!’ # $，（% 5 .，% ; .）( （0$）

可以看出非球谐振子势场中 )*+,- 旋量径向波函

数的波节结构与 )*+,- 振子势场中的波节结构不

相同［$’］(

0 @ 讨 论

在以上的研究中，我们在%( )" " . 和$( )" "
. 的条件下求解了具有标量和矢量非球谐振子势场

中的 )*+,- 方程，得到了 )*+,- 旋量上下分量的束缚

态解及束缚态满足的能谱方程，讨论了 )*+,- 旋量径

向波函数的波节结构 ( 结果表明在%( )" " . 和

$( )" " . 的条件下，非球谐振子势具有确定的赝自

旋对称性，粒子在其中具有分立的能量本征值，而

其径向波函数的波节结构与 )*+,- 振子势场中的波

节结构不相同 (

［$］ A+*B, A，C,+D4E F，GH*B*I3 J $?<? -./0 ( #122 ( K !" :$=

［%］ C4-HL J M，A/N4+ A $?<? 345+ ( -./0 ( A #!$ $%?

［’］ O*PQ--H*Q R S $??? -./0 ( 617 ( !#% %’$

［0］ )3/4T R，S,I,+4U*-I V，GIEB,PWT* X，14,P/4+ O A $?>= -./0 (

618 ( #122 ( %& $0.:

［:］ S,I,+4U*-I V，MU*P Y R，Z,NNQP Y，O,++4LL R ) $??. -./0 ( 618 (

#122 ( ’( $<:0

［<］ X4P2 R [，F4P2 R，V3 \ G，XH,Q ] O， *̂P2 X，\H4P ^ _ $??$

-./0 ( 618 ( \ (( ‘$=0:

［=］ O*PQ--H*Q R S $??= -./0 ( 618 ( #122 ( $) 0’<

［>］ O*PQ--H*Q R S，14D*,L,P A 1 $??> -./0 ( #122 ( K (*% $

［?］ \H4P M G，1a C Z，F4P2 R，XH,P2 G _，XHQ3 G O %..’ 9.:! (

-./0 ( #122 ( *" ’:>

［$.］ J3T3N*P b c，1QEQN, O，FQWH*PWTE F $??$ -./0 ( #122 ( A #%) $?

［$$］ O*PQ--H*Q R S %..0 -./0 ( 618 ( \ ’& .’0’$>

［$%］ O3Q R [，C,P R \，V,P2 ‘ ) %..< -./0 ( #122 ( A !%! ’=>

［$’］ 1*WdQ, ‘，F,NH4*+Q F，/4 \,WL+Q A G，ANd4+LQ Y，Z*QNH,*W F %..0

-./0 ( 618 ( \ ’& .%0’$?

［$0］ /4 \,WL+Q A G，ANd4+LQ Y，1*WdQ, ‘，F,NH4*+Q F %..< -./0 ( 618 (

\ $! .:0’.?
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