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采用一种等效移动质量源来模拟有限深密度分层流体中运动物体生成内波的体积效应和旋涡、湍流尾迹激发

源，结合内波本征值问题及 ()*+,-+变换等方法，建立了计算运动物体生成内波垂向位移场的一种理论模型，提出了
确定移动质量源速度、回转直径及长度的具体方法 .利用该理论模型，对一类典型密度分层流体中运动球生成内波
的波系与波形结构，以及波高特征等进行了数值模拟与分析，结果与 /)0-1实验结果符合良好，表明了所建立理论
模型的合理与有效性 .
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! D 引 言

海洋内波是最大振幅发生在海洋内部的一种波

动 .在海洋中，产生内波的先决条件是海水密度的垂
向层结，其次还需要在海洋中存在合适的扰动源 .海
洋中普遍存在的层结现象是由海水的温度和盐度差

异引起的，在海洋一定深度上存在着温跃层和盐跃

层，并导致密跃层的出现 .因此，海水密度的垂向层
结是海洋中的一种普遍现象 .除了风生表面压力场
的移动和天体引力潮等扰动因素会激发内波外，在

海洋中航行的潜艇也会产生内波 .
在密度垂向层结的海洋中，由于其密度差远小

于大气和海水的密度差，因此相当于将密度分层介

质置于微重力场中，其约化重力加速度通常只有重

力加速度的千分之几，因此海水内部流体质点的垂

向恢复力很小，从而即使很小的扰动也可能产生振

幅很大的海洋内波 .海洋内波的频率介于惯性频率
与浮力频率之间 .在实际海洋中，浮力频率的典型值
约为 !$E# +:AF>量级，因此海洋内波的频率很低，长
度尺度范围通常很宽，持续时间很长［!—%］.
当潜艇在密度分层海洋中航行时，它产生的内

波会引起水面辐聚辐散的流动变化［G］.这种辐聚辐
散流动变化信号特征很容易成为机载或星载 HI/
（合成孔径雷达）追踪的目标［5］，从而暴露潜艇的航

行踪迹 .因此，对密度分层流体中水下运动物体生成
内波特性问题的研究，在潜艇遥感反潜领域将有重

要的军事应用价值 .
从内波激发源的角度，可以将密度分层流体中

运动物体生成的内波分为如下三类：!）运动物体表
面的流动分离与背景密度分层流体相互作用产生的

内波，称为背风内波（J-- ,C@-+C:; K:L->）；#）物体尾部
的涡泄或湍流尾迹与背景密度分层流体相互作用产

生的内波，称为尾迹内波（K:M- ,C@-+C:; K:L->）；2）物
体尾部的湍流尾迹或混合区在背景密度分层流体作

用下引起的重力塌陷产生的内波，称为塌陷内波

（B);;:N>- ,C@-+C:; K:L->）.对第一种情况的内波，也称
为 O-;L,C型内尾迹，对其他两种情况的内波，则统称
为非 O-;L,C型内尾迹［’—!2］.
当一个点源在均质无限深水域中作匀速直线运

动时，会产生半张角为 !4P#&Q的 R形表面波，这就是
著名的经典 O-;L,C表面波［!%］.经典 O-;L,C表面波与
O-;L,C型内尾迹的共同属性是：它们相对于物体的
运动都是定常，主要区别是：前者只有一种模态，张
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角与物体运动速度无关，而后者存在多种模态，张角

不仅与物体运动速度有关，而且还与流体密度分层

属性有关［!"］#
对 $%&’()型内尾迹，在理论处理上，目前主要有

三类方法 #第一类为基于源汇或偶极子的方法，主要
有射线理论、驻相法及远场渐近法等［!*—++］#由于单
纯的源汇或偶极子不能真实地反映出物体的体积效

应，因此很难获得内波波高分布的定量信息，只能获

得内波波系及波形结构的定性信息 #第二类方法为
直接基于固体运动物体兴波理论的方法，主要有解

析方法、基于细长体理论的源汇分布法和边界元方

法等［+,—+"］#这类方法除了可以获得内波波系及波形
结构的定性信息外，还可以获得内波波高分布及其

流场的定量结果，但迄今还只能处理球形体、细长体

等一些简单形状的运动物体 #第三类方法是基于源
汇或偶极子组合的方法，也称为等效源方法 #这类方
法的基本思想是：将一些源汇或偶极子进行组合，使

之成为一个体源，用来模拟运动物体内波的体积效

应，这样不仅能够解决内波波系及波形结构定性分

析的问题，同时还可以获得内波波高分布及其流场

的定量结果 #与第二类方法相比，这类方法不仅数值
处理简单，而且物理概念清晰 #
用一个两端开口的水平圆柱体来模拟运动物体

内波的体积效应，通过在圆柱体中心轴上分布源汇

的方法，结合 -./0(%0变换及内波色散关系，1(&2%0［+*］

建立了估算任意密度分层流体中运动物体生成内波

垂向位移场的一个理论模型 # 3.4%5［+6］利用这个模型
进行了数值分析，给出了确定柱形源对称轴长度及

直径的方法，并与实验获得的内波波形及波高结果

进行了比较，结果符合良好 #
在非 $%&’()型内尾迹的实验方面，目前已有很

多文献报道［6—!,］，这些实验主要是针对拖曳球进行

的 #定义内 -0./2%数 !" 7
# 8

$%（ # 8 是球的拖曳速

度，% 是球的直径，$ 是密度分层流体的浮力频
率）#那么，实验研究表明：当 !" 9 +时，拖曳球产生
的内波相对于球体的运动是定常的，这时 $%&’()型
内尾迹占主导地位；当 !" : +时，拖曳球产生的内
波相对于球体的运动是非定常的，这时非 $%&’()型
内尾迹占主导地位 #
在非 $%&’()型内尾迹的理论和数值研究方面，

目前的文献报道还很少 #导致这种现状的主要原因
是：采用直接 ;-<（计算流体力学）数值模拟的方法，
来研究运动物体在密度分层流体中各种非 $%&’()型

内尾迹的生成演化问题，在目前依然是不现实的 #另
一方面，各种非 $%&’()型内尾迹的生成激发源极为
复杂，不仅有周期性涡泄、湍流的随机脉动问题，而

且还有各种不稳定结构、内波破碎及混合与塌陷等

问题 #
采用某种合适组合的源汇或偶极子来模拟旋

涡、湍流激发源，已有一些学者对非 $%&’()型内尾迹
问题进行了探索性研究 #针对密度分层流体中运动
物体尾部周期性涡泄生成内波的问题，</=.)8等［+>］

提出了一种移动振荡球形源的模型，并与实验结果

进行了比较，在内波波系及波形方面，两者符合良

好 #针对运动物体尾部混合区塌陷生成内波的问题，
1(&2%0［+*］提出了一种塌陷模型，3.4%5［+6］利用这个模
型进行了数值分析，并与实验进行了比较分析，在内

波波高分布方面，两者符合良好，但在内波波形方

面，仍有较大差异 #
本文采用一种等效质量源方法，重点研究有限

深任意密度分层流体中运动物体生成的 $%&’()型内
尾迹问题，同时尝试对非 $%&’()型内尾迹问题进行
探索性研究与分析 #

+ ? 问题描述

考虑一个匀速运动物体在密度分层流体中的内

波生成问题 #由上一节的分析可知，密度分层流体中
运动物体生成内波的激发源来自于物体运动产生的

尾部流场，包括运动物体排水体积变化、旋涡与湍

流，以及混合区塌陷等 #因此，如果能够采用某种方
式来模拟内波的这些激发源，并且能够建立起这些

激发源的相关物理属性与固体物体的运动参数、几

何参数，以及流体密度的分层参数之间的相关关系，

那么就可以直接从内波激发源的角度，来研究固体

物体运动产生内波的特性问题 #基于这种思路，本文
将用一个等效的移动质量源取代固体运动物体，把

固体运动物体生成内波的问题转化为一个等效的移

动质量源的内波生成问题 #
假设流体是无黏不可压缩的，厚度为 & ，物体

运动产生的内波是小振幅的 #记!@（ ’）为未扰状态

时流体密度的垂向分布，$ 7 !A@ (
!! @
为浮力频率，

( 为重力加速度，移动质量源的质量流率为

!@ )（!，*）#其中，笛卡儿坐标系的 ’ 轴垂直向下为
正，+,- 平面位于未扰静水面上，! 7（,，-，’），*
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为时间 !
记移动质量源产生的扰动速度、密度及压力场

分别为 ! "（!"，!#，$），!和 % 满足如下线性化控
制方程

!#
!!
!& $

"

% " "，!!
!& $!% # $ " #，

"

·! " ’（#，&），

（&）

其中 " "（#，#，!(），

"

" !
!"，

!
!#，

!
!( )) 为散度

算子 !
在控制方程（&）中，消去扰动压力 % 、密度!及

水平速度分量（!"，!#），可得垂向速度 $ 满足的控
制方程为
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其中"( " !
’

!"’ $ !
’

!#’ 为水平 *+,+-+./算子 !

在 0123345/36近似下，方程（’）可以简化为

!’

!&’
!’ $
!)’ $"([ ]$ $ *’"( $ " !

) ’
!&’!) !
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所谓 0123345/36 近似，即密度的变化只在运动
方程的浮力项中予以考虑的一种近似 !当流体的密
度梯度变化较小时，这种近似是合理的 !
对水下移动质量源的内波生成问题，由于它引

起的水面位移很小，可以将水面视作一个刚性平面 !
在这种“刚盖假设”下，垂向速度 $ 还需要满足如下
初始条件及底部与水面边界条件：

$ " # （ & " #），$ " # （ ) " #，+）! （7）
设移动质量源为一个移动速度为 , 的细长回

转体，对称轴中点的运动轨迹为 $（ &）"（,&，#，
)#），即移动质量源的对称轴中点位于水面下 ) " )#
处，且移动方向与 " 轴的正向相同 !记 - " .（"）为
细长回转体的表面方程，’/ 为细长回转体对称轴
长度，那么 ’ 可以表示为

’ " ,!
/

8 /
0（"）#（"— 8"）9[ ]"#（#）#（ ) 8 )#），

（:）

其中 "— " " 8 ,& ，0 " 8#
91（"）
9"
，1（"）为细长回

转体在 " " ,& $"处的截面积 !
由于移动质量源是一个轴对称体，当它沿着 "

轴方向移动时，产生的流场也是轴对称的 !另一方
面，在随体坐标系（"—，#，)）中，移动质量源产生的
流场是定场的，因此垂向扰动速度及位移可分别表

示为 $ " $（"—，#，)）和$ " $（"—，#，)），且 $ "
!$
!&，将其代入（)）式，并由（7）式可得

,’ !’

!"—’
!’
$
!)’ $"%([ ]$ $ *’"%($ " 8 , !

’ ’
!"—!)
，（;）

$ " # （ ) " #，+）， （<）

其中，"%( " !
’

!"—’ $ !
’

!#’ !

) = 内波垂向位移的数值解

记$
—
为$关于水平变量（"—，#）的二维 >12?4/?

变换，移动质量源产生内波的水平波数矢量为 %，它

的纵向和横向分量分别为 2" 和 2#，2 " 2’
" $ 2’" #

为 % 的幅值，那么由（;）和（<）式可得

!’
$
—

!)’ $ 2’ *’

%’ 8( )& $— " ’#!# ) 8 )( )#

!) ，（@）

$
—

" # （ ) " #，+）， （A）
其中 ’# 为

’#（%）" 8 4,
%!

/

8 /
0（"）/

4%"
, ）9"! （&#）

在（@）式中，% " 2",为移动质量源产生内波的
频率 !因此，在利用 >12?4/?变换求解定解问题（;），
（<）时，要求移动质量源速度取为内波速度 !下面首
先讨论移动质量源产生内波的色散关系及其等相线

族问题 !
定解问题（@）和（A）对应的本征值问题为

!’&
!)’ $ 2’ *’

%’ 8( )& & " #， （&&）

& " # （ ) " #，+）! （&’）
将水平波数的幅值 2 作为参数，通过求解本征

值问题（&&）和（&’），即可得到移动质量源产生内波
的色散关系% "%（2），它是 2的单调递增函数 !对
给定的 2 ，本征值问题（&&）和（&’）有无数个离散的
本征值%3和本征函数&3（ 3 " &，’，)，⋯），每一离
散值对应一个内波模态 !
本征函数系 &{ }3

$B
3 " & 在［#，+］上是一个完备

正交系，即

!
+

#
*’（ )）&3（ )）&4（ )）9 ) "#34

（3，4 " &，’，)，⋯）， （&)）
其中本征函数&3 已被归一化 !
在求得本征值%3（2）后，内波相速度 5,3 与群

速度 5C3 可以分别表示为
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!!" " !"（#）
# ，!#" "

$!"（#）
$# % （&’）

设"为移动质量源产生内波的相位函数，根据

驻相原理，内波波动的主要贡献来自使!"
!# " ( 的

点 %在由（&’）式求得 !!" 和 !#" 后，第 " 个模态内波
的驻相点可表示为［&)］

$ ""
%（& * !!"!#" +%,）

#（ !!" * !#"）
，

& ""
!#" （& * !,!" +%,! ）

#（ !!" * !#"）
% （&-）

上式即定义了"取常数时的内波等相线 %其中"间
隔为 ,"变化，即" " ,"，’"，."，⋯ %为了获得内波
等相线族，将（&-）式看作为驻相点（$，&）关于 # 的
参数方程，即可得到内波波动等相线族的空间

形态 %
可以证明，相速度 !!" 与群速度 !#" 都是 # 的单

调递减函数 %记 !!("为相速度 !!"在 #"(时的极限
值，称为临界相速度 %那么，当 % / !!(" 时，对任意

# / (，（&-）式都是有意义的，此时该模态的内波只
有 散 波 % 当 % 0 !!(" 时，记 #123 "
123 # % # !!"（#），# /{ }( ，则只有当 # / #123

时，（&-）式才是有意义的，此时该模态的内波既有横
波又有散波 %
由上述分析可得，当 % 0 !!(" 时，第 "个模态

内波的最小波数是 # " #123 ，相应模态内波波形的

张角为#" " 423*&（ !!"（#123）+%）%当 % / !!(" 时，

第 " 个模态内波的最小波数是 # " (，相应模态内
波波形的张角为#" " 423*&（ !!(" +%）%
通过求解本征值问题（&&）和（&,），结合驻相原

理，由（&-）式即可得到每个模态内波的波系及波形
结构，但不能获得内波波高分布等定量信息 %因此，
还需要求解内波的垂向位移场 %
为此，定义 56773函数 ’（ (；(8）如下：

!, ’
!(,

9 #, ),

!, *( )& ’ "$ ( * (( )8 ， （&.）

’ " ( （ ( " (，*）， （&)）

由（&&）式可知

!,

!(,
9 #, ),

!,
"
*( )[ ]& %" " (

（" " &，,，:，⋯）% （&;）

由此可得

!,

!(,
9 #, ),

!, *( )[ ]& %" " #, ), &
!, * &

!,( )
"
%" %

（&<）
由本征函数系 %{ }"

9=
" " & 在［(，*］上的完备正

交性可得

$ ( * (( )8 " $
9=

" " &
),（ (）%"（ (）%"（ (8）% （,(）

由（&.），（&<）和（,(）式可得

’（ (；(8）" * &
#,$

9=

" " &

!,!,
"

!, *!,
"
%"（ (）%"（ (8）%

（,&）
由（;），（&.）和（,&）式可知

&
—
（#$，#&，(）"

&
#,$

9=

" " &

+%!,!,
"

!, *!,
"
%"（ (）%8 "（ ((）%

（,,）
在上式中，先对纵向分量 #$ 求 >?@6276逆变换，并利
用留数定理，可得

&
A（$—，#&，(）"

2
,%$

9=

" " &

+%（!"）!:!"#

& *
!!"!#"
%,

%"（ (）

B%8"（ ((）7*
2!" $—

% % （,:）

利用关系式 #& " #, * !"( )%!
,

，先把（,:）式

中的被积函数变为 #& 的函数，然后再利用快速

>?@6276逆变换进行计算，即可得到移动质量源产生
内波的垂向位移& %
设移动质量源为一个长轴为 ,, ，短轴为 ,- 的

回转椭球体 %那么，它在 $ " %. 9’处的截面积可表
示为

/（’）"
",,（& *’

,

-,）（ ’ & -），

( （ ’ / -）
{

%
（,’）

由（&(），（,:）和（,’）式可得

&
A（$—，#&，(）"

,",, -2
% $

9=

" "&

423（!"-+%）
!"-+( )% * C?4（!"-+%）

（!"-+%）,

B
!:!"#

& * !!"!#" +%,%"（(）%8"（((）7*
2!"$—

% %

（,-）
如果移动质量源取为一个长为 ,, ，回转直径

为 ,- 的圆柱体，并且 + 取为

+ " %’
-

* -
0（’）$（($ *’）$[ ]’$（&）$（ ( * ((），

（,.）
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其中

!（!）!
!"" （ ! ! #），
# （ ! $ #{ ），

（"%）

那么由（&’），（"’）和（"%）式可得

"
(（$—，%&，’）!!

"" # )
( "

*+

) ! &

,)-（#)# .(）
#)# .( )(

/
*01)%

& 2
*1)*3)
("

$)（ ’）$4)（ ’#）52)#) $—.( 6

（"7）
上式即为 8)9:5;［"’］采用圆柱形源获得的运动物体产
生内波垂向位移场的估算模型 6
从移动质量源的几何属性看，两个源是有本质

差异的，椭球回转体是一个封闭几何体，而圆柱形体

是一个两端不封闭的几何体 6另一方面，由（"<）和
（"7）式可知，当采用回转型几何体来表示移动质量
源时，所获得的内波垂向位移与回转半径的平方是

成正比的，但与回转体对称轴长度之间存在着强非

线性依赖关系 6

如果#)#
( 是一个小量，那么经过简单的极限运

算可得

9)=
#)#.(##

,)-（#)# .(）
#)# .( )( ! &，

9)=
#)#.(##

,)-（#)# .(）
#)# .( )( 2 >?,（#)# .(）

（#)# .(）"
! &

0 6（"@）

由此可得，运动物体产生内波的垂向位移可以近似

为

"
(（$—，%&，’）!

)+
"("

*+

) ! &

*01)%
& 2 *1)*3) .("

/$)（ ’）$4)（ ’#）52)#) $—.( 6（0#）

图 " 前三个模态的内波频率、相速度和群速度与波数的关系 （A）色散关系，（B）相速度与波数的关系，（>）群速度与波数的关系

对椭球回转体，+ ! C!"" # .0，对圆柱形回转
体，+ ! "!"" # ，因此 + 正好就是移动质量源的体
积 6由（0#）式可知，当#)# .( 是一个小量时，运动物
体产生内波的垂向位移与移动质量源的体积正好成

正比 6

C D 数值结果与分析

在文献［"%］中，E?B5F利用长 < =，宽 0 =，水深
& =的热分层水槽，对一个直径 , ! #D& =的拖曳球
产生的内波进行了实验测量与分析，图 &为热分层
流体浮力频率的测量结果 6由图 &可知，浮力频率的
峰值在 ’ ! #D<0 =处，因此拖曳球引起的内波在该
峰值所在水平面位置将是最强的 6为此，E?B5F将拖
曳球中心置于 ’ ! #D’&0 =处，采用多通道温度传感
器阵，在浮力频率峰值所在水平面位置，对拖曳球引

起的温度扰动场进行了测量分析，获得了拖曳球产

生内波的速度、波幅、波形及波系等特征 6

图 & 浮力频率剖面［"%］

对图 &所示浮力频率剖面，采用标准有限元方

C<%’ 物 理 学 报 <7卷



图 ! 前三个模态的归一化垂向特征函数 （"）第一模态，（#）第二模态，（$）第三模态

法求解本征值问题（%%）和（%&），可得内波频率、相速
度和群速度与波数 ! 之间的关系曲线，以及相应的
本征函数系，结果如图 &，!所示 ’
由图 &可知，内波频率是波数 ! 的单调递增函

数，而相速度与群速度都是波数 ! 的单调递减函
数，而且前三个模态的临界相速度分别为 (，%)*和
+),- $./0 ’由图 ! 可知，对第 " 个模态的垂向本征
函数，正好有 " 个峰，而且每个模态的垂向本征函
数在垂向（沿水面或水底方向）是逐渐衰减的，因此

内波在垂向的传播也是逐渐衰减的 ’
由图 !还可以发现，色散关系曲线可以用如下

的两参数模型进行近似

#（!）1
$2+ !

% 3
$2+ !
%."4

， （!%）

其中 $2+ 正好就是相应模态内波的临界相速度，在
本文算例中 %."4 1 +)-* 5"6/0 ’
在求得色散关系、相速度和群速度，以及本征函

数系后，利用（&*）式即可得到在移动质量源产生内
波的垂向位移场 ’但在利用（&*）式计算运动物体生
成内波的垂向位移场时，首先需要解决的是如何确

定移动质量源的速度 & ’由前一节的分析可知，移
动质量源的速度就是内波的速度 ’因此，问题的关键
是如何确定由一个运动物体产生的内波速度 ’
为此，记物体的运动速度为 & 7 ，内波的相关速

度为 & 89 ’ :;#<=对内波相关速度 & 89 与拖曳球速度

& 7 之间的相关关系进行了实验研究，结果表明：当

内 >5;?6<数 ’( 1
& 7

%."4)
@ &时，内波相关速度与拖

曳球速度是一致的，内波的运动相对于拖曳球是定

常的，因此移动质量源的速度可取为 & 1 & 7 ，这时

内波的激发源就是物体的体积效应，这种内波就是

所谓的背风内波 ’
:;#<=的实验结果还可表明：当 ’( A &时，内波

相关速度 & 89 与拖曳球速度 & 7 是明显不一致的，会

发生突然下降的现象，而且近似为一个常数

!)* $./0 ’ 这表明当 ’( A &时内波的运动相对于拖
曳球是非定常的，这时内波的激发源已不再是物体

的体积效应，而是物体尾部的旋涡或湍流尾迹，这种

内波称为尾迹内波 ’因此，当 ’( A &时，移动质量源
的速度可以近似取为 & 1 !)* $./0 ’
综上所述，当 ’( @ &时，运动物体产生的内波

相对于物体是定常的，此时移动质量源的速度应取

为物体的运动速度，即 & 1 & 7 ’ 当 ’( A &时，运动
物体产生的内波相对于物体是非定常的，此时移动

质量源的速度应取为内波的相关速度，即 & 1 & 89，

因此运动物体产生的内波相对于移动质量源是定常

的，这与! 1"& 的要求是一致的 ’
移动质量源的几何特征与运动物体的尾部流场

应当是密切相关的 ’当 ’( @ &时，对拖曳球的实验
研究表明［(］：’(对运动球体尾部流场高度的影响是
小的，其垂向尺度近似为物体的垂向尺度，但 ’( 对
运动球体尾部流场的纵向尺度是有影响的 ’因此，当
’( @ &时，对移动质量源的回转直径，可以近似取
为球的直径，即 &* 1 ) ’对移动质量源的对称轴长
度，采用如下方式进行估算：

+ 1 $（&’(）, )( )& ， （!&）

其中 $ 和 , 为常数 ’
当（ $，,）1（!，+）时，:;#<=利用 B8C6<5［&D］的模

**(D%+期 尤云祥等：有限深密度分层流体中运动物体生成内波的一种等效质量源方法



型（!"）式计算分析了拖曳球产生内波垂向位移的
峰#峰值!$#$ 与 !" 之间的相关关系，并与实验结果
进行了比较，结果如图 % 所示 &由图可知，当 !" !
’()时，计算结果与实验结果符合良好，但当 ’() *
!" * !时，计算结果与实验结果相比要小很多，而
且随着 !" 的增大，误差迅速增大 &
由图 % 还可以进一步发现，当 # + * ,(- ./01

时，拖曳球产生内波垂向位移的峰#峰值随着拖曳速
度的增加而增大，但当 # + 2 ,(- ./01时，拖曳球产
生内波垂向位移的峰#峰值随着拖曳速度的增加而
减小，而且拖曳球产生内波垂向位移的峰#峰值最大
时的拖曳速度正好是当 !" * ! 时内波的相关
速度 &

图 % 当 !" * !和（ $，%）3（,，’）时，45678利用（!"）式获得的

拖曳球产生内波的垂向位移峰#峰值计算结果及其实验结果图

下面，利用本文提出的椭球回转体模型（!-）式，
计算分析拖曳球产生内波垂向位移峰#峰值!$#$ 随

!" 的变化曲线 &考虑椭球回转体对称轴长度的三种
不同选取方式：第一种是线性函数选取方式，即（ $，
%）3（!，9），第二种是三次幂函数选取方式，即（ $，
%）3（9，,），第三种是 90!幂函数选取方式，即（ $，
%）3（!(-，’(-），结果如图 -所示 &
由图 -可知，如果取（ $，%）3（!，9），利用本文

回转体模型的计算结果与 45678的实验结果相比，
有较大差异，但趋势是一致的，而且计算得到的拖曳

球产生内波垂向的位移峰#峰值也在 # + 3 ,(- ./01
时达到最大 &如果取（ $，%）3（9，,），那么当 # + !
,(- ./01时，计算结果与 45678的实验结果符合得很
好，但当 # + 2 ,(- ./01时，计算结果与 45678的实
验结果有较大差异 &如果取（ $，%）3（!(-，’(-），那
么当 # + ! ,(- ./01时，计算结果与 45678的实验结

图 - 当 !" * !时，利用本文椭球回转体模型（!-）式获得的拖

曳球产生内波的垂向位移峰#峰值计算结果与 45678的实验结果

比较图

果有较大差异，但当 # + 2 ,(- ./01时，与 45678利
用 :;<=7>［!?］模型（!"）式的计算结果相比，本文的计
算结果与 45678的实验结果符合得更好 &
根据上述结果，可以给出当 !" * !时，确定椭

球回转体对称轴长度的方法如下：先取（ $，%）3
（!，9），利用（!-）式计算内波垂向位移峰#峰值!$#$

随 !" 的变化曲线，由此确定!$#$ 达到最大时相应的

运动物体速度，记为 #/@A &当 # + ! #/@A 时，取（ $，

%）3（9，,），可以利用（!-）式计算内波垂向位移
场，当 # + 2 #/@A时，取（ $，%）3（!(-，’(-），可以利
用（!-）式计算内波垂向位移场 &其中，#/@A 即为当

!" 2 !时移动质量源的速度，即 # 3 #/@A &
对分层流体中拖曳球的实验已经表明［B］：当 !"

2 !时，运动球涡泄的 C+>5DE@<数为 &’ 3 ()
# +

3 ’(!，

其中 ( 为涡泄频率 &如果取移动质量源的对称轴长

度 !* 3
# +

( ，那么 !* " -) &

对移动质量源的回转直径，可以采用湍尾迹增

长公式进行估算 &在密度分层流体中，运动物体湍尾
迹平均直径 +F 的增长公式可以表示为

［"］

+F

) 3 $9
,( ))

%G
， （,,）

其中 $9 和 %G 为常数，, 为距物体的距离 &
湍尾迹中的湍流动能可以用特征湍流脉动速度

-G 来估算，其计算公式为

-G 3
=+F

= ’ & （,%）

由（,,）和（,%）式可得
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!!
"#

" $#
%( )&

’! $%

& （’(）

消去（’’）和（’(）式中的 % ，并取 ( "
))

# ，!! "

"*+, ，即可得到移动质量源回转半径的估算公式为

(
& " $! " -

"( )
*+,

’! .（%$ ’!）

& （’/）

综上所述，当 *+ 0 #时，移动质量源对称轴长
度可近似取为 #( ! (& ，而回转半径可由（’/）式估
算 &由（#(）和（’/）式可知，在移动质量源回转直径及
对称轴长度的这种选取方式下，运动物体产生内波

的垂向位移与物体运动速度 " - 的 #’! .（% $ ’!）次
方成正比 &数值结果表明，当取 $! " 12#和 ’! " %.’
时，计算结果与实验结果符合良好，结果见图 / &注
意到，当 ’! " %.’时，#’! .（% $ ’!）" %，因此，当 *+
0 #时，移动质量源产生内波垂向位移与 *+正好是
成线性递增关系 &
最后分析移动质量源产生内波的波系分布与波

形结构问题 & 在图 3，4中，分别给出了当 " - " #2(

和 5 6*.7时，在浮力频率峰值所在水平面位置处，由
（#(）式计算获得的内波垂向位移的灰度图，同时还
给出了内波等相线图，以及 89:;<的实验结果 &由图
可知，从波系分布与波形结构的角度，三者符合得都

很好 &

图 / 当 *+ 0 #时，利用本文椭球回转体模型（#(）式获得的拖

曳球产生内波的垂向位移峰=峰值计算结果与 89:;<的实验结果

比较图

图 3 当拖曳球速度 " - " #2( 6*.7时，内波等相线图以及在 , " (’ 6*平面上内波垂向位移场灰度图 （+）等相线图，（:）灰

度图（89:;<的实验结果），（6）灰度图（利用（#(）式的计算结果）

在上面的计算中，*+ > #，因此移动质量源的
速度为 " " #2(和 5 6*.7 & 由于 " 小于第一模态内
波的临界相速度，而大于其他模态内波的临界相速

度，因此第一模态内波既有横波又有散波，但其他模

态内波只有散波 &
比较图 3和图 4可知，随着拖曳速度的增大，第

一模态内波的张角增大，但第二模态内波的张角减

小 &当 " - " #2( 6*.7时，在图 3中不仅第一模态内

波的横波与散波是清晰可见的，而且第二模态的散

波也是显著的，但其他模态内波的信息很弱，几乎不

可见 &当 " - " 5 6*.7时，在图 4中，第一模态内波的
横波与散波是显著的，但第二模态的散波减弱，已经

不是很明显 &
在图 ?和图 %1中，分别给出了当 " - " %(和 #(

6*.7时，在浮力频率峰值所在水平面位置处，由（#(）
式计算获得的内波垂向位移的灰度图，同时还给出

了内波等相线图，以及 89:;<的实验结果 &
由于 *+ 0 #，因此移动质量源的速度为 " "

3(3/%1期 尤云祥等：有限深密度分层流体中运动物体生成内波的一种等效质量源方法



图 ! 当拖曳球速度 ! " # $ %&’(时，内波等相线图以及在 " # )* %&平面上内波垂向位移场灰度图 （+）等相线图，（,）灰
度图（-.,/0的实验结果），（%）灰度图（利用（1)）式的计算结果）

图 2 当拖曳球速度 ! " # 3) %&’(时，内波等相线图以及在 " # )* %&平面上内波垂向位移场灰度图 （+）等相线图，（,）灰
度图（-.,/0的实验结果），（%）灰度图（利用（1)）式的计算结果）

图 34 当拖曳球速度 ! " # 1) %&’(时，内波等相线图以及在 " # )* %&平面上内波垂向位移场灰度图 （+）等相线图，（,）灰
度图（-.,/0的实验结果），（%）灰度图（利用（1)）式的计算结果）

!)56 物 理 学 报 )!卷



!"# $%&’ (由于 ! 小于第一模态内波的临界相速度，
而大于其他模态内波的临界相速度，因此第一模态

内波既有横波又有散波，但其他模态内波只有散波 (
由图 )和图 *+中可知，第一模态内波的横波与散波
是清晰可见的，但第二模态的散播信息很弱，几乎不

可见，而在 ,-./0的实验结果中，第一模态内波的横
波与散波也是清晰可见的 (因此，从波系与波形结构
的角度，三者的结果是符合的 (
数值模拟与 ,-./0 的实验结果还都进一步表

明：当 "# 1 2时，内波的波系及波形结构基本都是
一样的 (产生这种现象的主要原因是：当 "# 1 2时，
内波的相关速度近似为一个常数，从驻相理论可知，

内波的波系与波形结构主要是与内波的相关速度

有关 (
从 ,-./0 的实验结果中，可以进一步发现：当

"# 1 2时，在拖曳球产生内波垂向位移场的灰度图
像，还会出现尾迹塌陷的现象 (但在利用（2#）式的计
算结果中，并没有能够反映出这种现象，这是本文移

动质量源模型（2#）式的一个主要缺陷 (在后续的研
究中，将进一步改进和完善这个模型，以期使该模型

能够模拟由于密度分层导致的尾迹塌陷等现象 (

# " 结 论

从内波激发源的视角，采用在线性化连续性方

程中附加一个等效移动质量源的方法，结合内波垂

向位移本征值问题，利用 3-456/5变换，建立了计算
有限深密度分层流体中运动物体生成内波垂向位移

场的一种理论模型 (
对有限深密度分层流体中运动球生成内波的问

题，研究表明：当 "# 7 2时，运动球生成的内波相对

于球体是定常，内波的激发源就是球的体积效应，这

种内波称为背风内波，这时移动质量源的速度即为

球的运动速度；当 "# 1 2时，运动球生成的内波相
对于球体是非定常，内波的激发源是球体尾部的旋

涡和湍流尾迹，这种内波称为尾迹内波，这时移动质

量源的速度应当取为尾迹内波的移动速度 (
针对两种激发源生成内波的情况，分别提出了

计算移动质量源速度、回转直径及对称轴长度的方

法，利用这种估算方法获得的内波波系与波形结构，

以及内波垂向位移峰8峰值的计算结果，与文献［29］
中的实验结果均符合良好 (
数值研究还表明：当 "# 7 2时，在利用本文理

论模型计算获得的内波垂向位移峰8峰值随 "# 的变
化曲线中，在运动球的某个速度处会出现一个峰值，

与这个峰值相应的物体运动速度可以被近似取为当

"# 7 2时移动质量源的速度 (
本文提出的估算移动质量源速度、回转直径及

对称轴长度的方法，都是基于已有运动球的实验结

果给出的 (实际的潜艇通常是一个细长回转体，这时
如何来确定两种类型内波激发源之间的转捩准则，

并如何来确定移动质量源的移动速度、回转直径及

对称轴长度，将是在后续研究中需要解决的问题

之一 (
另一方面，在尾迹生成内波的情况，由于流体密

度的分层效应，还会出现尾迹塌陷等现象，甚至还会

出现因尾涡周期性振荡产生的周期性振荡内波，以

及因湍流随机脉动产生的随机内波等，在目前的理

论模型中，还不能反映这些复杂的内波生成问题，这

将是本文理论模型需要进一步改进与完善之处 (
关于上述这些问题，在后续工作中，将以相关系

列实验为基础，作进一步的探索性研究 (
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