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基于反步自适应方法，提出了一种在初值不同以及驱动系统参数未知的情况下，保持驱动和响应两多涡卷混

沌系统同步的控制律设计方法 (该方法所设计的控制律能够同时适用于两混沌系统的完全同步、反同步和一类非
线性广义同步，具有较高的实用价值 (仿真结果表明了所设计控制律的有效性 (
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’ 6 引 言

混沌系统的同步在保密通信中有巨大的应用前

景［’］，吸引了大量的科研人员对此开展理论和实验

研究 (先前国内外有关异结构或同结构混沌同步的
研究大多集中在 98:0;2，<=>>/0:，?@0;’> 等几种系
统［%—#］，而多涡卷混沌吸引子的主要特点是具有更

复杂的混沌动力学行为和更多的密钥参数，如多个

不同的斜率和多个不同转折点值等［A］，因此更适合

在混沌通信中应用 (基于滞环非线性的多涡卷混沌
系统可以采用二阶系统和滞环函数实现，因为系统

是二阶的，而二阶系统既可以在理论上进行严格的

数学分析，又便于硬件实现，所以具有较好的应用

前景 (
混沌同步的概念最初仅指完全同步，也就是从

不同初始点出发的两个混沌系统，随时间的推移其

轨道趋于一致的同步 (随着人们对混沌同步研究的
深入，反同步、广义同步、相同步、延迟同步和映射同

步等不同的同步概念纷纷被提出［B］(目前对这些同
步的研究还比较少，其中所谓反同步是指同步后的

两个混沌系统状态变量振幅大小相等，方向相反［&］，

而广义同步则是指响应系统的状态变量和驱动系统

状态变量函数之间的同步［’"］(与完全同步相比，它
们更适用于保密通信，因此更具有研究价值和意义 (
广义同步两系统之间的对应关系既有线性的，

也有非线性的 (通过研究不难发现，完全同步和反同
步只是线性广义同步的两种特例 (本文针对基于滞
环非线性的多涡卷混沌系统进行了广义同步研究，

所设计的控制律既能实现两涡卷混沌系统的一类非

线性广义同步，又可以实现两系统的完全同步、反同

步以及一类线性广义同步 (

% 6 问题描述

定义 $ 考虑如下两个动力学系统：
!" C #’（"）， （’）
!$ C #%（$）D %（"，$）， （%）

其中，"!!"，$!!# 为系统状态向量，% 为控制输
入向量，称（’）式为驱动系统，（%）式为响应系统 (给
定一个映射 &：!""!#，如果在控制器函数 % 作用
下，使得
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$"
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$（ $）F &（"（ $
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）） C "，

则称（’）和（%）式所定义的系统达到了广义同步 (
基于滞环非线性函数的多涡卷混沌驱动和响应

系统的状态方程分别为［’］

%·’ C %%，

%·% C F &’ %’ D ’’ %% D (’ )*+（%’）； （5）

和

*·’ C *% D ,’，

*·% C F &% *’ D ’% *% D (% )*+（*’）D ,%，（$）

其中，%’，%%，*’ 和 *% 为状态变量；&’，’’ 和 (’ 为驱

动系统参数；&%，’% 和 (% 为响应系统参数；,’ 和 ,%

为控制输入；)*+（·）为向第三象限拓展后的滞环非
线性函数，其传输特性如图 ’6
假设参数 &’，’’ 和 (’ 未知，其估值分别为 &G ’，
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图 ! !"#（·）函数的传输特性

$" ! 和 %" !，相应的估值误差分别为 &# ! $ &! % &" !，$
#

!

$ $! % $" !，%# ! $ %! % %" ! &
定义误差变量

’! $ "! % (!（ )，*!），

’’ $ "’ % (’（ )，*’）， （(）
其中，(! 和 (’ 为两混沌系统相应状态间的非线性

对应关系函数 &如果在控制输入 +! 和 +’ 的作用下，

’!!)，’’!)，则响应系统（*）就与驱动系统（+）保持
了由非线性对应关系 (! 和 (’ 所确定的广义同步 &

+ , 控制器设计

通过求误差变量（(）式对时间 ) 的一阶导数可
以得到如下误差系统方程：

’·! $ ’’ - (’ % !
(!

!) -!
(!

!*!
*( )’ - +!，

,’’ $ % &’ ’! - $’ ’’ % &’ (! - $’ (’ - %’ !"#（"!）

[% !
(’

!) -!
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!*’
（% &! "!

- $! "’ - %! !"#（*! ]）） - +’ & （.）

为了便于使用反步法进行控制器设计，首先选

取控制输入

+! $ % (’ - !
(!

!) -!
(!

!*!
*( )’ ，

进行补偿，则补偿后的误差系统为

’·! $ ’’，

’·’ $ % &’ ’! - $’ ’’ % &’ (! - $’ (’ - %’ !"#（"!）

[% !
(’

!) -!
(’

!*’
（% &! "!

- $! "’ - %! !"#（*! ]）） - +’ , （/）

下面使用反步自适应方法来求取广义同步控制

输入 +’ &
首先考虑子系统 ’!，把 ’’ 当成子系统 ’! 的虚

拟控制输入，令!! $ ’!，选取第一个 01234567函数

-! $ !
’ ’’!，

则 -!（ ’!）沿着子系统 ’! 的时间导数
,-! $ ’! ’·! $ ’! ’’ &

定义 ’’8 $ % .! ’!，!’ $ ’’ % ’’8，其中，.! 为选定的

正常数，下文的 .’ 也是这样，则

,-! $ % .!!’
! - ’!!’ &

然后考虑整个误差系统（ ’!，’’），选取第二个

01234567函数

-’ $ -! - !
’!

’
’ - !

’ /!
&# ’

! - !
’ /’

$# ’
! - !

’ /+
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其中，/0（ 0 $ !，’，+）为选定正常数 &则 -’ 沿着系统

（ ’!，’’）的时间导数
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如果选取
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!! " # "$ % #! "$ # $! "! % #! %$

# $! %! # &! ’()（($） [% !
%!

!* %!
%!

!+!

&（# #’ $ +$ % $’ $ +! % &’ $ ’()（+$ ]））
# ,$ "! % %! # !

%$

!* %!
%$

!+$
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# ,!!!， （(）
以及选取自适应律

#
·
’ $ " -$!!

!%!

!+!
+$，

$
·
’

$ " # -!!!
!%!

!+!
+!，

&
·
’ " # -)!!

!%!

!+!
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则

./! " # ,$!!
$ # ,!!!

! +
由 ,- .-//0不变集原理，当 *!1时，!$!1，!!!

1，从而 "$!1，"!!1，所以响应系统将与驱动系统保
持广义同步 +

2 3 数值仿真

在仿真时选取如下系统参数及初值：#$ " $，$$

" 13$，&$ " $，+$ " 13$，+! " 1，#! " 13*，$! " 13$!，

&! " $314，($ " 13)，(! " 135，仿真时间选取为 $11 6+
当响应系统不施加控制输入，即 !$ " 1，!! " 1时，系
统（)）和系统（2）分别处于各自的混沌状态，它们在
相图中的混沌吸引子如图 !所示 +
当把控制输入 !$ 和 !! 施加到响应系统中后，

选取控制参数 ,$ " ,! " !1，自适应律参数 -$ " -! "
-) " $，设定初始估值为 #’ $ " 1，$’ $ " 1，&’ $ " 1，定义同

步误差 "（ *）"（ "!$（ *）% "!!（ *））
$
! +

当选取

($ " %$（ *，+$）" +$，

(! " %!（ *，+!）" +!，

由（(）和（*）式可得相应的控制律 +此时响应系统将
与驱动系统保持完全同步 +响应系统两状态在相图
中的轨迹和同步误差 "（ *）随时间 * 的变化曲线如
图 )所示 +为了表现出误差曲线的细节（即过渡过
程），图 )（7）中仅显示了前 $1 6的误差曲线，而图 )
（-）中是 $11 6 的相轨迹，后面的图 2 和图 5 也是
这样 +

图 ! 混沌吸引子 （-）驱动系统，（7）响应系统

图 ) 完全同步时响应系统状态轨迹和同步误差曲线 （-）状态

轨迹，（7）同步误差曲线

当选取

($ " %$（ *，+$）" # +$，

(! " %!（ *，+!）" # +!，

由（(）和（*）式可得相应的控制律，此时响应系统将
与驱动系统保持反同步 +响应系统两状态在相图中
的轨迹和同步误差 "（ *）随时间 * 的变化曲线如图 2
所示 +
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图 ! 反同步时响应系统状态轨迹和同步误差曲线 （"）状态轨

迹，（#）同步误差曲线

选取一个简单的非线性函数

!$ % "$（ #，$$）% &’(（$$），

!) % ")（ #，$)）% &’(（$)），
由（*）和（+）式可得相应的控制律，此时响应系统将
与驱动系统保持非线性对应关系 "$（ #，$$）%
&’(（$$）和 ")（ #，$)）% &’(（$)）所确定的广义同步 ,响
应系统两状态在相图中的轨迹和同步误差 %（ #）随
时间 # 的变化曲线如图 -所示 ,另外，如果 "$（ #，$$）
和 ")（ #，$)）分别取某种线性函数时，两系统也能保
持线性广义同步，这里就不再进行仿真了 ,从仿真结

果可看出，所提出的方法实现了多涡卷混沌系统的

快速同步 ,

图 - 广义同步时响应系统状态轨迹和同步误差曲线 （"）状态

轨迹，（#）同步误差曲线

-. 结 论

本文针对基于滞环非线性函数的多涡卷混沌系

统，使用反步自适应方法进行了广义同步控制研究，

所提出的控制律设计方法能实现参数未知或慢时变

的多涡卷混沌系统同步，因此具有较高的实用性 ,完
全同步、反同步和一类非线性函数广义同步的数值

仿真实例验证了该方法的有效性 ,
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