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研究广义 )*+,-.// 系统的 )*+,-.// 对称性问题，并给出此情形下相应的守恒量 0将力学系统的等效 123+2435 函数

的一个定理推广到广义 )*+,-.// 系统，证明了在一定条件下与两组动力学函数 !，"!，"! 和"!，""!，#"! 分别给出的

广义 )*+,-.// 方程相关联的矩阵"的各次幂的迹是系统的守恒量 0举例说明结果的应用 0
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!江苏省高校自然科学基金（批准号：%678)#’%%%"）资助的课题 0

! 9:;2*<：=5*>*5?-@ABC0 D?0 ED*4/.0 45F

# G 引 言

#&(( 年，HB++*5 和 I2<5F24 曾研究了单自由度力

学系统的等效 123+2435 函数问题，并指出在此情形

下存在守恒量［#］0 #&6# 年，J.E;24 和 J2+<5DF.4 将此

结果推广到了一般的多自由度系统［"］0赵跃宇等将

这 种 等 效 123+2435 函 数 问 题，即 对 应 于 某 一 个

123+2435 函数的运动微分方程的每一个解都满足从

另一个 123+2435 函数得到的运动微分方程，称 为

123+2435 对称性［’］，并将结果进一步推广到完整非

保守系统 0梅凤翔等［K］将这一思想移植到 )*+,-.// 系

统，并称之为 )*+,-.// 对称性 0 #&&’ 年，L5*［$］提出了

广义 )*+,-.// 方 程 并 研 究 了 )*+,-.// 系 统 和 广 义

)*+,-.// 系统的 M.5F-5+ 对称性 0 因为通常的 )*+,-.//
系统不容易构造，而广义 )*+,-.// 方程的实现则较

易，并且有更多的“自由度”，因此，对广义 )*+,-.// 系

统动 力 学 的 研 究 有 重 要 意 义，并 取 得 了 一 些 成

果［(—6］0本文进一步研究广义 )*+,-.// 系统的 )*+,-.//
对称性及其相应的守恒量问题，文末给出了一个

算例 0

" G 广义 )*+,-.// 系统的 )*+,-.// 对称性

的定义和判据

广义 )*+,-.// 方程有如下形式［&］：

#!$#
·$ N !!

!#! N!
"!
!$ O N"!

（! O #，⋯，"%）， （#）

其中 ! O !（ $，!）称为 )*+,-.// 函数，"! O "!（ $，!）

称为 )*+,-.// 函数组，"! O"!（ $，!）称为附加项 0设

系统的 )*+,-.// 变量 #!（!O #，⋯，"%）彼此独立，而

#!$ O !
"$
!#! N!

"!
!#$

， （"）

称为 )*+,-.// 张量 0假设方程（#）非奇异，即设

>5F #!( )$ $ % （’）

则由方程（#）可解出所有 #·!，有

#·! O #!$ !
!
!#$ P!

"$
!$ N"( )$ （! O #，⋯，"%），

（K）

其中

#!$#$% O&!% 0 （$）

展开方程（K），记作

#·! O &!（ $，!）（! O #，⋯，"%）0 （(）

定义算子

’! O #!$#
·$ N !!

!#! N!
"!
!$ P"! 0 （Q）

如果 )*+,-.// 函数变换为"! O"!（ $，!），)*+,-.// 函数

组变换为""! O""!（ $，!），附加项变换为#"! O#"!（ $，

!），则有

"’! O##!$#
·$ N !

"!
!#! N!

""!
!$ P#"!， （6）
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其中

!!"# ! !
"!#
!"" "!

"!"
!"#

， #$%（!!"#）# & ’ （(）

定义 对于广义 )*+,-.// 系统，如果由动力学函

数 # ! #（ $，!），!" ! !"（ $，!），$" !$"（ $，!）得到

的运动微分方程

%" ! & （0&）

的每一个解都满足由动力学函数"# !"#（ $，!），"!"
!"!"（ $，!），!$" !!$"（ $，!）确定的运动微分方程

"%" ! &， （00）

且反之亦然，则相应不变性称为广义 )*+,-.// 系统的

)*+,-.// 对称性 ’
由（1）式和方程（00），可得

"·" !!!"# !
"#
!"# 2!

"!#
!$ "!$( )# ， （03）

将方程（03）代入（4）式，则由方程（0&）给出

!"#!!
#% !"#
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"!%
!$ "!$( )%

!!#
!"" 2!

!"
!$ "$"， （05）

于是有

判据 对于广义 )*+,-.// 系统，如果动力学函数

#，!"，$" 和"#，"!"，!$" 满足关系式（05），则相应不

变性为系统的 )*+,-.// 对称性 ’

5 6 )*+,-.// 对称性导致的守恒量

将（05）式代入（4）式，有

%" !!"#!!
#% !!%&"
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!!"#!!
#%"%%， （07）

即

"%" ! $#"%#， （08）

其中

$#" !!!"%!%
#， （09）

且 #$%$ ! #$%（$#"）#& ’
根据（09）式，关系式（05）可以写为
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!"" 2!

"!"
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（04）

将方程（04）两边同时对 "% 求偏导数，有
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根据（09）式，有

$#"!#& !!!"& ’ （0(）

将（0(）式两边同时对 "% 求偏导数，有
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将（3）式和（(）式代入（3&）式，整理可得
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由方程（9）和（4）式，方程（0&）给出

!#
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!"
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将（33）式代入方程（01），有
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将（30）式代入（35）式，有
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将（0(）式对 $ 求偏导数，有
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即
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将（""）式对 "# 求偏导数，有
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同理，有
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将（"*）式和（"’）式相加，并利用（"(）和（")）式，有
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其中

+—

+ # $ !!# # %"
!
!""
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因此，当广义 ./012344 系统的附加项%"，"%" 满足

!%"
!"!

$ !%!
!""

， （-5）

!"%"
!"!

$ !
"%!
!""
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时，由（",）式可得到一矩阵微分方程

+—%
+ # $ ! ’% #%’， （--）

其中 ’ $ !%#
!"( )" 为 "( 阶矩阵 & 于是，利用矩阵迹的

性质［5%］，我们有

+—

+ #（60%）$ 60 +—%
+( )#

$ ! 60（’%）# 60（%’）$ %& （-*）

利用方程（--）和（-*）式，容易得出

+—

+ #（60%)）$ %， （-7）

其中 ) 为正整数 &由（-7）式，得

60%) $ 839:6 & （-’）

于是有

定理 ! 对于广义 ./012344 系统，如果附加项

%"，"%" 满足关系（-5）和（-"），则系统的 ./012344 对

称性导致守恒量（-’）&
如果附加项%" $"%" $ %（"$ 5，⋯，"(），则系统

成为通常的 ./012344 系统 & 在此情形下条件（-5），

（-"）自然成立，于是定理 5 成为

定理 " 对 于 通 常 的 ./012344 系 统，系 统 的

./012344 对称性导致守恒量（-’）&
定理 " 是文献［*］给出的，但文献［*］的证明

有误 &

* ; 算 例

例 已知某二阶广义 ./012344 系统的动力学函

数为

& $（"5）" # "5 "" #（""）"，!5 $ ""，

!" $ ! "5，%5 $ ""，%" $ "5， （-(）

相应的广义 ./012344 方程给出

! "（"·" # "5）$ %，"（"·5 ! ""）$ %& （-)）

实际上，方程（-)）的解也可以由另外的动力学函数

导出 &如取

!& $ 5
-（"5）- 83: # ! 5

-（""）- :/9 # # "5 "" 83: #，

!!5 $ "5 "" 83: #，!!" $ "5 "" :/9 #，
"%5 $ "" 83: #，"%" $ "5 83: #， （-,）

与动力学函数（-,）相应的广义 ./012344 方程为

（"" :/9 # ! "5 83: #）（"·" # "5）$ %，

（"" :/9 # ! "5 83: #）（! "·5 # ""）$ %& （*%）

比较方程（-)）和（*%）可以发现，它们两者具有相

同解 &
（"）式给出

（$"#）$
% ! "( )" %

， （*5）

而

（"$#!）$ 5
"5 83: # ! "" :/9 #

% 5
!( )5 %

& （*"）

由（*5），（*%）式，易知条件（5-）成立 & 根据本文给出

的判 据，动 力 学 函 数（-(）和（-,）相 应 于 系 统 的

./012344 对称性 &
（5’）式给出

（%#"）$
% "" :/9 # ! "5 83: #

"5 83: # ! "" :/9 #( )%

% 5
"

! 5
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"

&

（*-）

容易 验 证，函 数 %5，%"，"%5，"%" 满 足 条 件（-5），
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（!"），根据定理 #，我们有

! $ "# %&’ # ( "" ’)* # $ %&*’+ , （--）

这是由上述 .)/01&22 对称性导致的一个守恒量，此守

恒量完全取决于 .)/01&22 函数组 $#，$" 和!$#，!$" ,

［#］ 34//)5 6 7，89:5+9* ; < #=>> % , &"#’ , (’)* , ! =>?
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