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根据尖峰孤子解的特点，提出了一种待定系数法求非线性波方程尖峰孤子解的思路和方法，并利用该方法求

解了 # 个非线性波方程，即 ()（(*+*,,*-)./+）方程、五阶 012-/345 方程、广义 6,78.9,4: 方程、组合 012-+012 方程和

0/53;-<.81.; 方程，比较简便地得到了这些方程的尖峰孤子解 =文献中关于 () 方程的结果成为本文结果的特例 =通
过数值模拟给出了部分解的图像 =简要说明了非线性波方程存在尖峰孤子解所须满足的特定条件 =该方法也适用

于求其他非线性波方程的尖峰孤子解 =
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C D 引 言

(*+*,,* 和 )./+［C］C&&’ 年推导出一个新的浅水

波方程———() 方程

!" E %#!$ ? !$$" E ’!!$ F %!$!$$ E !!$$$ ，（C）

并且证明，当 # F $ 时，该方程存在形如

! $，( )" F %5? $? %" （%）

的新型孤子解 =由于该解的孤波曲线在波峰处有一

个尖点，尖点的一阶导数不连续，这与我们以往认识

的孤波是光滑连续的情形完全不同，故而这种新型的

孤子被称为尖峰孤子 =（%）式称为尖峰孤子解或孤立

尖波解，它的发现进一步丰富了人们对孤波的认识 =
文献［%］证明了，当 #"$ 时，方程（C）也有尖峰

孤子解

! $，( )" F ’#( )G% ·5? $? #"G% ? # = （’）

文献［’］进一步得出，对任意的 # 和 % %" ?( )# ，方

程（C）有尖峰孤子解

!（$，"）F（# E %）·5? $? %" ? # = （"）

除了 () 方程外，文献［"］研究了另一类浅水波

方程———HI（H5J*,K583,-I8.B5,3）方程

!" ? !$$" E "!!$ F ’!$!$$ E !!$$$ ， （#）

得到了与（%）式相同的尖峰孤子解 =文献［#，L］则得

出了带色散项的 HI 方程的尖峰孤子解 =

目前 得 到 尖 峰 孤 子 解 的 方 程 主 要 是 () 方

程［C—’］、HI 方程［"—M］和 () 方程的广义形式［N—CC］=求
解方法通常是在相图分析的基础上沿同宿轨积分后

得到 =
本文根据尖峰孤子解的特点，提出了一种待定

系数法求非线性波方程尖峰孤子解的思路和方法，

并利用该方法求解了包括 () 方程在内的 # 个非线

性波方程，得到了这些方程的尖峰孤子解，同时也验

证了方法的可行性 =

% D 尖峰孤子解的特点和待定系数法求

解思路

尖峰孤子解的主要特点是波峰处的一阶导数不

连续，波峰不光滑，出现尖点 =（%）式是已知的 ! F
&（ $ ? %" ）的尖峰孤子解中形式最为简单的一种 =
令!F $ ? %"，（%）式化为

! F %5? O!O F
%5?!，（!# $），

%5!， （!$ $）
{ =

（L）

在!%（ ? P，E P）平面上，其图形如图 C 所示，在!
F $ 处有一个尖点 =

对（L）式求导，可得

!! F
? %5?!，（!# $），

%5!， （!$ ${
），

（M）
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图 ! （"）式确定的尖峰孤子解示意图

（#）式表明，方程（"）的一阶导数在区间!!（ $ %，

& %）上有两个表达式，在波峰处（!’ (），!) !’ ( ’
* ""(，因此方程（"）在波峰处是不可导的，曲线出

现不光滑的尖点 +
本文采用待定系数法求尖峰孤子解的基本思路

是，首先构造具有尖峰孤子解特点的解式

! ’ #（ ! ，"!，",，⋯，"$ ）， （-）

式中 "!，",，⋯，"$ 为待定常数 +该解式在!’ ( 时应

满足

!) !’ ( ’ * #)（(，"!，",，⋯，"$ ）" ( + （.）

然后，分别求出!#( 和!$( 两种条件下的各阶偏

导数，代入待求的非线性波方程以确定待定常数

"!，",，⋯，"$ +若!#( 和!$( 两种条件下能够得出

形式完全相同的待定常数，则该方程存在形如（-）式

的尖峰孤子解 +
根据上述思路，本文构造了多种形式的尖峰孤

子解 +以下给出 / 种较为简单的形式：

! ’ "! 0$ ", ! & "1， （!(）

! ’ "! 2345", ! & "1， （!!）

! ’ "! 6745", ! & "1， （!,）

! ’
"!

! & "1 0", !
， （!1）

! ’ "% 0$ ", ! & "& 0", ! & "!， （!8）

式中，!’ ’ $ "(，"!，",，"1，"%，"& 为待定常数 + 当!
’ ( 时，（!(）—（!,）式的一阶导数为 !) !’ ( ’ * "! ",
"(；

而（!1）式的一阶导数则为

!) !’ ( ’ * "! ", "1 9（! & "1）, " (；

当 "%" "& 时，可得（!8）式的一阶导数

!) !’ ( ’ * ",（ "& $ "%）" ( +
容易看出，上述 / 种解式在!’ ( 时其一阶导数均能

满足（.）式 +

1 : 方法的应用

本节将通过求解 / 个非线性波方程的尖峰孤子

解来说明方法的应用 +

!"#"$% 方程

设 ;< 方程（!）有尖峰孤子解

! ’ "! 0$ ", ! & "1，! ’ ’ $ "( + （!/）

!）当!#( 时，对（!/）式求各阶偏导数，代入方

程（!），化简得

0$,",!（$ 1",! ", & 1",! "1,）& 0$ ",!（ "! ", "

$ ,)"! ", $ "! "1, " $ 1"! ", "1 & "! "1, "1）’ (，

（!"）

令（!"）式中 0$ ,",!和 0$ ",!的系数分别为零，得待定

常数 "!，", 和 "1应当满足的方程组

$ 1",! ", & 1",! "1, ’ (，

"! ", " $ ,)"! ", $ "! "1, " $ 1"! ", "1 & "! "1, "1 ’ (，

（!#）

解此方程组得，", ’ * !；"1 ’ $ )；"! 和 " 可取任意

非零常数 +
,）当!$( 时，比照!#( 时的方法，对（!/）式

求各阶偏导数，代入方程（!），化简得

0,",!（1",! ", $ 1",! "1,）

& 0",!（$ "! ", " & ,)"! ", & "! "1, "

& 1"! ", "1 $ "! "1, "1）’ (+ （!-）

令（!-）式中 0,",!和 0",!的系数分别为零，亦可得待

定常数 "!，", 和 "1应当满足的方程组为

1",! ", $ 1",! "1, ’ (，

$ "! ", " & ,)"! ", & "! "1, " & 1"! ", "1 $ "! "1, "1 ’ ( +
（!.）

解此方程组得 ", ’ * !；"1 ’ $ )；"! 和 " 可取任意

非零常数 +
由于在!#( 和!$( 两种条件下得出的待定常

数完全相同，故方程（!）有尖峰孤子解

! ’ "! 0$ ", ! & "1 ’ "! 0% ’$ "( $ ) + （,(）

根据文献［!,］关于尖峰凹凸性的定义，由（,(）

式可得凹尖峰孤子解

! ’ "! 0$ = ’$ "( = $ )， （,!）

和凸尖峰孤子解

! ’ "! 0& = ’$ "( = $ )， （,,）

两种尖峰孤子解的图形如图 , 所示 +
容易看出，（,(）式包含了文献［1］的（""）式（即

本文（8）式）为特例，并且增加了一个凸尖峰孤子解 +
由于 "! 和 " 可取任意非零常数，当取 " ’ ) 9,，"! ’
1) 9,，由（,!）式可得
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图 ! （!"）、（!!）式确定的尖峰孤子解图形 （#）凹尖峰（ !" $ !，

" $ "）；（%）凸尖峰（ !" $ & "，" $ & ’）

# $（(" )!）·*& $& "%)! & " + （!(）

这正是文献［!］的（!,）式（即本文（(）式），因此，文献

［!］的结果也是本文结果的特例 +
此外，利用上述方法，还可求得 -. 方程（"）形

如（""），（"’）式的两类尖峰孤子解，分别为

# $ !" /012（3 $ & !% ）& "， （!’）

# $ !& *! $& !% 4 !’ *3 $& !% & "， （!5）

式中 !"，!，!&，!’ 可取任意非零常数，但须 !&" !’ ，

否则（!5）式就成为光滑孤子解而非尖峰孤子解 + 若

取 & !& $ !’ $ !" )!，（!5）式就化为（!’）式 +

!"#" 五阶 $%&’()*+ 方程

考虑五阶 6789:0;* 方程［"(，"’］

#% 4!##$ 4"##$$$ 4 #$$$$$ $ <， （!,）

该方程在物理中用来描述在引力场与一维非线性点

阵下的浅水中长波的运动 +
设该方程有尖峰孤子解

# $ !" *& !! =#= 4 !(，# $ $ & !% + （!>）

"）当##< 时，对（!>）式求各阶偏导数，代入方

程（!,），化简得

*&!!!#（&!!!" !! &"!
!
" !(!）4 *& !!#（ !" !! !

&!!" !! !( &"!" !( !
(
! & !" !5!）$ <+ （!?）

令（!?）式中 *& !!!#和 *& !!#的系数分别为零，得待定

常数 !"，!! 和 !(应当满足的方程组

&!!!" !! &"!
!
" !(! $ <，

!" !! ! &!!" !! !( &"!" !( !
(
! & !" !5! $ <，

（!@）

解此方程组，!! $ 3 &!)$ "；! $（ ( )"）!；!" 可取任

意非零常数；!( 可取任意常数 +
!）当#%< 时，比照##< 时的方法，可确定 !"，

!!，!( 和 ! 与##< 时的结果相同 +
因此，方程（!,）有尖峰孤子解

# $ !" *! &!)$ " $&（!)"）
! % 4 !( + （(<）

!"!" 广义 ,-./01-*2 方程

广义 A/BCDE/;F 方程是指如下方程［"5］：

（#% 4 (##$ &"#$$$ )’）$ $$!（# 4%#!）)!，（("）

其中，" $ 3 "，$是度量旋转效应的无量纲参数，%
是常数 + 当% $ < 时，方程（("）称为 A/BCDE/;F 方程，

它描述旋转海洋中弱非线性波动 + 文献［"5］利用 G
展开法得到了该方程的周期波解和孤波解 +

设方程（("）也有尖峰孤子解

# $ !" *& !! # 4 !(，# $ $ & !% + （(!）

"）当##< 时，对（(!）式求各阶偏导数，代入方

程（("），化简得

*&!!!#（,!!" !!! & !!"%$! )!）4 *& !!#（& !" !!! !

4 (!" !!! !( & !" !’!")’ & !"$! )! & !" !(%$!）

& !($! )! & !!(%$! )! $ < +
（((）

令（((）式中 *& !!!#和 *& !!#的系数和常数项分别为

零，得待定常数 !"，!! 和 !(应当满足的方程组

,!!" !!! & !!"%$! )! $ <，

& !" !!! ! 4 (!" !!! !( & !" !’!")’ & !"$! )! & !" !(%$! $ <，

& !($! )! & !!(%$! )! $ <，

（(’）
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解此方程组，得

!! 可取任意非零常数；!" # $ !""! %!"；当 !&
# ’ 时，! # (（#"

"!" ) "**）%（+*!）；当 !& # ( !%!
时，! # (（#"

"!" ( !++）%（+*!）,
"）当$"’ 时，比照$#’ 时的方法，可确定 !!，

!"，!& 和 ! 与$#’ 时的结果相同 ,
因此，方程（&!）有尖峰孤子解

" # !! -$ !"
"! %!" #)（（#"

"
!
" )"**）%（+*!））$ （&.）

和

" # !! -$ !"
"! %!" #)（（#"

"
!
" (!++）%（+*!））$ ( !

!
, （&/）

!"#" 组合 $%&’($%& 方程

组合 01234012 方程的一般形式为［!/，!5］

"$ )%""# )#"" "# )&"### # ’, （&5）

设方程（&5）有尖峰孤子解

" #
!!

! ) !& -!" $
，$ # # ( !$ , （&*）

!）当$#’ 时，对（&*）式求各阶偏导数，代入方

程（&5），化简得

-&!""（ !!"& (&!"" !"&）

) -"!""（"!!& (%!! !& ) +&!"" !&）

) -!""（ ! (%!! (#!"! (&!""）# ’, （&6）

令（&6）式中 -%!""（% # !，"，&）的系数分别为零，得待

定常数 !!，!" 和 !& 应当满足的方程组

!!"& (&!"" !"& # ’，

"!!& (%!! !& ) +&!"" !& # ’，

! (%!! (#!"! (&!"" # ’ ,

（+’）

解此方程组，得 !! # (%%#；!" # $ (%" %（/#&! ）；!
# (%" %（/#）；!& 可取任意非零常数 ,

"）当$"’ 时，比照$#’ 时的方法，可确定 !!，

!"，!&，! 与$#’ 时的结果相同 ,
因此，组合 01234012 方程（&5）有尖峰孤子解

" # (%
#

·
!

! ) !& -$ (%
" %（/#&! ） $

， （+!）

式中 $# # )（%" %（/#））$ ,

取 !& # !，利用关系式
!

! ) -$ # #
!
"（!$789: #

" ），

可将（+!）式化为

" # (%
"#

$ %"#
789: !

"
(%"

/#!&( )$ , （+"）

因此，（+"）式是（+!）式取 !& # ! 时的特例 ,

!")"$*+,-’./0%/- 方程

一般形式的 0;-<93=>?1>9 方程为［!/］

"$$ ( !"’ "## )%" (#"& # ’ , （+&）

设方程（+&）有尖峰孤子解

" # !! 789:!" $ ，$ # # ( !$ , （++）

!）当$#’ 时，对（++）式求二阶偏导数，代入方

程（+&），化简得

（%!! (#!&!）@<9:& !"$
)（"!"’ !! !"" ( "!! !"" !" )%!!）@<9:!"$ # ’,（+.）

令（+.）式中 @<9:& !"$和 @<9:!"$的系数分别为零，得

待定常数 !! 和 !" 应当满足的方程组

%!! (#!&! # ’，

"!"’ !! !"" ( "!! !"" !" )%!! # ’，
（+/）

解该方程组，得

!! # $ %!#；!" # $ %
"（ !" ( !"’! ）

,

"）当$"’ 时，比照$#’ 时的方法，可确定 !!，

!" 与$#’ 时的结果相同 ,
因此，0;-<93=>?1>9 方程（+&）有尖峰孤子解

" # $ %!# 789: $ %
"（ !" ( !"’! ）( )$ , （+5）

由上述结果可知，形如（!’）式的最简形式的尖

峰孤子解，并非 AB 方程和 CD 方程所特有，五阶

0123;<E- 方程和广义 F@7?>G@EH 方程也具有此类形式

的解 ,此外，还有几个非线性波方程，如广义 012 方

程［!*］，也具有此类形式的解 ,
除了 AB 方 程 外，五 阶 0123;<E- 方 程 和 广 义

F@7?>G@EH 方程也具有形如（!!），（!+）式的两种尖峰

孤子解 ,组合 01234012 方程和 0;-<93=>?1>9 方程也

还有 其 他 形 式 的 尖 峰 孤 子 解 , 相 关 结 果 将 另 文

给出 ,

+ I 结 论

利用本文提出的待定系数法得到了 . 个非线性

波方程的尖峰孤子解，文献中已有的一些结果成为

本文结果的特例，这说明该方法是可行的 ,
通过构造新的解式，利用本文方法还可求出

012方程［!6］、4012 方程［!6］、JJK 方程［"’］、4JJK［"’］

和 LMN［"!］方程等一大批非线性波方程的多种形式

..+5!! 期 刘 煜：非线性波方程尖峰孤子解的一种简便求法及其应用



的尖峰孤子解 !但是，并非所有的非线性波方程都存

在尖峰孤子解，只有满足一定条件的方程才会存在，

这一条件可以用文献［""，"#］中“秩”的概念来说明，

即非线性方程中各项的秩必须是同类的，具体讲就

是各项的秩的取值要么全为奇数，要么全为偶数 !这
样的方程在!!$ 和!"$ 两种条件下可以得出完全

相同的待定常数 !如本文讨论的 %& 方程、五阶 ’()*

+,-. 方程和组合 ’()*/’() 方程中，各项的秩全为

奇数；而广义 0123451-6 方程和 ’+.,7*843(47 方程中，

各项的秩全为偶数 !当一个非线性方程中各项的秩

是异类时，即秩的取值有的为奇数，有的为偶数时，

这样的方程在!!$ 和!"$ 两种条件下则不能得出

完全相同的待定常数，因而无法求得尖峰孤子解 !详
细结果将另文讨论 !
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