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一个落在振动台面上的完全非弹性球的运动是倍周期的 (倍周期分岔过程受约化振动加速度的控制，倍周期
分岔图由疏密相间的区域构成 (在密集区内，倍周期分岔过程敏感地依赖于控制参数，呈现出复杂的几何结构 (分
析了密集区的分形特性，并计算了各密集区的分维数 (结果表明密集区的分维数是依次增大的，逐渐趋于一个约为
")*的常数 (
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" ) 引 言

蹦球系统由一个在振动台面上蹦跳的弹性球构

成 (这一系统看似简单却有着复杂的运动形式 (球一
旦落到台面上，就会做无休止的或高或低的蹦跳运

动 (每次碰撞后，球的速度取决于碰撞时球的下落速
度与台面的速度，而碰撞时刻球的下落速度又与前

一次碰撞有关 (这导致球的运动有继承性 (如果初始
时刻，球的下落速度（或高度）不同其后的蹦跳状态

有可能极为不同 (实验［"—""］、数值计算［&—%%］和电路
模拟［%’—%-］表明，球既可以做稳定的倍周期运动亦可

通过倍周期级联分岔进入混沌 (倍周期分岔过程受
台面的频率或振幅的控制，而且与球与台面之间的

碰撞恢复系数有关 (
蹦球问题最早由 ?5@02 提出，用来解释宇宙射

线的起源［%,—%&］(最近，经常用于解释振动颗粒体系
中与倍周期运动有关的现象，如振动颗粒薄层中的

分频表面驻波［’$，’"］，振动颗粒床中体系质心的倍周

期运动［"*，’%—’-］等 (由于颗粒间存在频繁的非弹性碰
撞，颗粒体系能够迅速消耗掉外界输入的动能，因而

可以将体系看做一个完全非弹性体，也就是，将整个

颗粒床处理成一个在振动台面上蹦跳的完全非弹

性球 (
完全非弹性蹦球是一种极限情况，球与台面之

间的碰撞恢复系数为零 (这导致其行为与一般弹性
球有所不同 (首先，每次碰撞后球与台面的速度相同
（对于一般的弹性球，这种情况不会出现）(碰撞后球
是否会驻留在台面上，要视碰撞时台面的加速度是

否大于重力加速度而定 (如果小于重力加速度，球就
不会受到台面的支撑而立刻被抛出，在空中做抛体

运动，之后再次落到台面上与之碰撞；如果大于重力

加速度，球将“粘附”在台面上随台面一起运动，直到

下一个振动周期内起跳条件得到满足而被抛出去 (
这样台面的位相相应地划分为发射区和吸收

区［"+，’-—’*］(如果用 !（ "）A #B29（%!$"）表示台面的位
移，其中，# 和 $ 分别为台面的振幅和频率，则起跳
条件为 !C（ "）" D %，% 为重力加速度的大小（向上为
正参考方向）(发射区和吸收区分别对应于满足
!C（ "）" D % 和 !C（ "）E D % 的相位区间 (正是吸收区
的存在，导致完全非弹性蹦球可以产生稳定的倍周

期运动 (因为球一旦落入吸收区就随台面一起运动，
对以前的运动失去“记忆”，直到遇到下一个发射区

又开始重复前面的运动 (每进行一次这样的重复运
动所耗费的时间总和恰好为振动周期的整数倍 (其
次，完全非弹性蹦球不存在倍周期级联分岔进入混

沌 (虽然蹦球可以连续蹦跳很多次，但迟早会落入吸
收区，其蹦跳运动会被突然打断，在下一个发射区的

起始处又被抛起并重复前面的运动，从而形成倍周

期运动［"+，’,，’*］(即使在某些倍周期分岔点附近蹦球
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可以做不落入吸收区的连续蹦跳，但其蹦跳也会逐

渐演化为倍周期运动［!"］#
实际上，完全非弹性球的蹦跳不是由球与台面

的碰撞反弹引起的，而是被台面不停地“甩”出去 #台
面的振动加速度越大，球被甩得越高，一次跨越的振

动周期倍数也就越大 #研究表明［!"］，完全非弹性蹦
球的倍周期分岔过程仅受约化振动加速度! $
（%!!）% " &# 的控制 #当!由 ’逐渐增大时，蹦球的运
动经历 ’ 倍周期、% 倍周期、( 倍周期、密集区、! 倍
周期、)倍周期、密集区⋯⋯ #密集区外部的分岔点
是规则的，可以用简单公式表示 #但密集区内，倍周
期轨道对!的依赖比较敏感，密集地纠集在一起，
其特征较难描述 #这里，将密集区作为几何对象，研
究其分形特征 #首先，证明密集区存在放大对称性
（*+,-.+/0 12334.52），并确定其相似比 #然后，确定各
密集区的分维数（ 65-7.-, *+3401+/0），并研究其变化
规律 #

% 8 模 型

令 $ $ 9 时刻，球静止在台面上并随台面一起
运动 #在 $9 $（%!!）: ’ 1+0: ’（’&!）时刻，台面的加速
度为 : # #此时，球受到的支撑力为零，起跳条件得
到满足，球被抛起 #球的起跳速度即为此刻台面的速
度 %·（ $）$ "（%!!）7/1（%!!$9），其运动轨迹为

&（ $）$ "（%!!）7/1（%!!$9）（ $ : $9）

: ’
% #（ $ : $9）% # （’）

飞行一段时间后，球将落到台面上 #如果落在吸收
区，就随台面一起运动直到遇到下一个振动周期内

的发射区；如果直接落在发射区，就立刻被抛起 #每
次碰撞的时刻 $’，由球与台面的相对位移为零这一
条件决定，

"1+0 %!!$’:( )’ ; " %!( )! 7/1 %!!$’:( )’ $’ : $’:( )’

: ’
% # $’ : $’:( )’

% $ "1+0 %!!$( )’ ， （%）

其中，$’ : ’为前一次碰撞的时刻 # ’ $ ’，%，!，⋯ #由
递推关系式（%）即可确定起跳后蹦球的运动状态 #

! 8 分析与讨论

图 ’给出了蹦球的自由飞行时间 $ 6 $ $’ : $’ : ’

随!的变化情况 #图中，飞行时间 $ 6 已被振动周期

（ $ ’& !）约化 #当!由 ’逐渐增大时，飞行时间经 %
倍周期和 (倍周期分岔后，进入倍周期轨道密集区，
然后，进入 !倍周期运动，经 )倍周期分岔后又进入
密集区 #其后依次为 ( 倍周期，" 倍周期，密集区，<
倍周期，’9倍周期，密集区，)倍周期，’%倍周期，密
集区，=倍周期，’( 倍周期，密集区⋯⋯ #如果以!(

)

表示蹦球经( 跳完成 ) 倍周期运动的分岔点，则图
’中标注的各分岔点的数值依次为!%

% $ !8=%，!%
( $

)8<>，!%
) $ >8)!，!%

" $ ’%8=%，!%
’9 $ ’<8"!，!%

’% $
’"8><，!%

’( $ %%89" #这些分岔点的排布是规则的，可
以用简单公式表示，见文献［!"］中（<）式 #

图 ’ 自由飞行时间 $ 6 的分岔图（ $ 6 已被振动周期 ’& ! 约化）

在经过一个两跳的 %倍周期分岔（!%
%）之后，随

着!的增大，蹦球进入一个由两跳变为一跳的 %倍
周期运动（!’

% $ (8)9(）#然后，经过一个两跳的 (倍
周期分岔（!%

(）迅速进入倍周期轨道密集区，见图 %
（-）#继!%

( 之后的几个分岔点依次为!!
( $ =8’"(，!)

"

$ =8%%9(，!<
" $ =8%%!"，!’9

’) $ =8%!%%，!’’
’) $ =8%!%!"，

!%%
!% $ =8%!%(9"，!%’

!% $ =8%!%(9"’9’，!(%
)( $

=8%!%(9"%">%!，!(!
)( $ =8%!%(9"%">%"，⋯ #可以看出，

分岔点越来越密集，越来越敏感于! #另外，如果将
这组分岔点两两配对，则相邻两对中的蹦跳次数和

倍周期指数存在对应关系

!(
)，!(:’( )) ，!% (:( )’

%) ，!%(:’
%( ){ }) #

之后，随着!的增大，各种倍周期运动交替出现 #
作为几何对象，密集区的结构存在着放大对称

性 #例如，将图 %（-）中的左虚框包围的部分放大，见
图 %（?），可以发现所得图形与前者基本相似 #进一
步将图 %（?）中虚框内的部分放大，所得结构仍然相
似，见图 %（7）#为确定相似比，将图 %（-）中箭头所指
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图 ! （"）第 #密集区的放大图；（$）为（"）中左虚框的局部放大；

（%）为（$）中虚框的局部放大

曲线作为特征线段 &定义其长度为起点和终点!值
之差，"# ’!!

( )!(
* &图 !（$），（%）中特征线段的长度

则分别为"! ’!*
+ )!+

, 和"( ’!,
- )!-

. &将这一放
大过程继续下去，会发现长度比"! / # 0"! 趋于一个

常数（见表 #），

# ’ 123
!!4

"!/#

"!
’ 565(!,5.7(-(+#!--+7⋯ & （(）

表 # 特征线段的相似比#

! "! / # 0"! "! 0"! / #

# 565(#,+,*775(+(.,(+ (56+.757557##-*+,

! 565(!,(.,!!.#5-+#,. (56,(..!7!,!#5!(#

( 565(!,##*,57,**,.5, (56,,,*5,,!,*,5*#

* 565(!,575-5!(.,+-7( (56,,,(#*(7!7(+*7

+ 565(!,5.7*((((+57*# (56,,,*((-(-.777*

, 565(!,5.7(-,55##7(7 (56,,,*(7#!7-+(-,

- 565(!,5.7(-(,##*+(+ (56,,,*(7(+**7!!(

. 565(!,5.7(-(+#,+,+* (56,,,*(7(,(*#+.#

7 565(!,5.7(-(+#!7#.# (56,,,*(7(,(-+..#

#5 565(!,5.7(-(+#!-.## (56,,,*(7(,(--#,7

## 565(!,5.7(-(+#!--,# (56,,,*(7(,(--!#,

#! 565(!,5.7(-(+#!--+7 (56,,,*(7(,(--!#.

图 ( （"）为图 !（"）中间虚框的局部放大；（$）为图 !（"）右侧虚框

的局部放大
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这种相似性是局部的，不同部位的相似比是不

同的 !例如，图 "（#）中间虚框内的特征线段，见图 $
（#），其相似比趋近于 %&%$’(")(%’*$+*(")*⋯；右侧
虚框内的特征线段，见图 $（ ,），其相似比趋
近于 %&%$%)*’$(-%"’)**"-⋯ ! 这种结构相似性同
样存在于其他密集区内，只是相似比越来越小，例

如，第 "密 集 区 内 某 特 征 线 段 的 相 似 比 为
%&%’-*$+’".(*+’+-*-$⋯ !
存在结构相似性表明密集区具有分形特征 !虽然

同一密集区不同部位的相似比存在差异，但这种差异

不是很大，可以把这一密集区近似看做分形 !对于一
个分形，如果用边长为!的格网覆盖它，然后统计覆
盖在分形上的方格数 !!，则 !!和!存在关系

!!!!
"， （.）

其中，" 为分形的计盒维数（,/012/345647 869:4;6/4），

定义［$-］为 " < =69
!"%

=4!!
=4!

!图 .给出了第 ’—$ 密集

区 !!随!的变化情况 !可以看出，在双对数坐标中

图 . !!随!的变化（自下而上依次对应为第 ’，"，$密集区）

二者呈线性关系 !
为简便，这里将直线的斜率定为分形维数 " !

经计算，第 ’—* 及第 - 个密集区的分维数依次为
’&*%，’&*(，’&*-，’&)$，’&)(，’&))，’&)-，误差在
%&%’—%&%*间 !显然，分维数是逐渐增大的 !这表明，
越往后的密集区内部结构越复杂 !另外，由图 (可以
看出，分维数的增大趋势逐渐变缓，最终趋近于一个

常数 ! 密集区存在分形特征，表明密集区可以看做
奇异非混沌吸引子（;5>#47: 4/42?#/562 #55>#25/>）!

图 ( 密集区的分维数（ # < ’，"，$⋯，表示第 #个密集区）

.& 结 论

完全非弹性蹦球有着复杂的运动形式 !随着"
的增加，展现出一系列的倍周期分岔过程 !分岔图由
交替出现的密集区和稀疏区构成 !密集区内，存在着
分形结构 !每个密集区有各自的分维数 !越往后的密
集区，结构越复杂，分维数越大 !分维数最终会趋近
于一个常数 !
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