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建立了声场作用下两空化泡泡壁的运动方程，得出了双空化泡的共振频率，振动半径及空化噪声声压 +由频率
方程，振动半径和声压方程可以看出两气泡的运动情况与单气泡的运动情况有着明显的不同 +共振频率，共振振幅
及声压与两气泡之间的间距有关 +在一定的简化条件下，运用 ,-./-0语言对共振频率，共振振幅及空化噪声声压
进行了数值求解，发现共振频率和共振振幅随空泡间距的增大而增大，空化噪声声压随距离增大先增大后减小 +
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# D 引 言

超声空化是指液体中的微小泡核在超声波作用

下被激活，表现为泡核的振荡、生长、收缩及崩溃等

一系列动力学过程 +在液体中空化泡在崩溃时产生
的高温高压对物体产生很大破坏，因此可用于工业

清洗、切割和钻探等 +空化泡可因声波而产生，发展
和破碎，产生高温、高压、强噪声，有时还能发出低频

电磁波 +超声空化是一个复杂的物理过程，在超声技
术应用中也是十分重要的 +人们对它作过许多研
究［#—*］目前对单气泡的研究已非常深入 +而实际的
空泡总是以空化云形式存在 +本文讨论了任意大小
两空化泡的运动方程、频率方程和空化噪声声压并

运用 ,-./-0语言对共振频率，共振振幅及声压进
行了数值求解 +

& D 两空泡运动的理论分析

$%&% 两空化泡的运动方程

如图 #所示，建立分别以空泡球心 !#，!& 为球心

的球坐标系统，两空泡的初始半径分别为 "#$，"&$ +球
心之间的距离为 #，$ 为空泡周围的任一点，空泡 #
空泡 &距 $点的距离分别为 %和 & +假定空泡溃灭时

图 # 双空泡球坐标系统

的泡壁运动速度远小于声波在流体中传播的速度，空

泡周围流体运动可用线性波动方程描述［E，%］：
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式中
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为 /4G64C? 算子，!为流体的速度势函数，’
为声速 +流体的速度势!可用空泡 #周围的速度势

!#，和空泡 &周围的速度势!& 表示，即
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式中 "#，"& 为任意时刻两泡的半径，%#，%& 为从气
泡中心计起的径向距离，( 为时间，由这两式可以得
到双空泡的运动方程 +考虑含气量，液体黏性及表面
张力等因素并假定流体不可压缩，得到两空泡的运

动方程为［E—"］+
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（)）
（’），（)）式可解释双空泡在若干声压周期内的
稳态运动，两式左边第三项体现了两个空泡之间的

相互作用对空泡运动的影响，其中 #"$&
，#($&
分别为

两空泡起始时内部气体的压强 , %"&，%(& 为空泡 "，(
的初始半径 , %"，%( 为任意时刻气泡的半径，#为
液体表面张力系数，& 为液体的黏滞系数，!" 为泡

内蒸汽压，#$ 为外界环境压力，"为气体的比热比
（绝热条件下）,

!"!" 两气泡的共振频率

在负声压 # !- ./0$- ( 相内的某一时刻，有 #$

! !* % (#
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% !- ./0$- (，泡内压力为 #内 ! !" %
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，又 !+$& ! !* % (#
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# !"（ +取 "，(），其中

!*，
(#
%+&
，!- 分别为流体静压力，空化泡的表面张力及

声压幅值 ,为了简化计算，我们略去蒸汽压（即 !" !
&）和黏滞阻力 ,空泡半径在外力作用下增长或减小
,+，变为 %+ ! %+& 1 ,+；且有 %+ ! ,+（+ 取 "，(），我
们把 %" ! %"& % ,"，%( ! %(& % ,( 代入（’），（)）两

式，并按
"
%"&
和

"
%(&
的幂次方展开保留其一次方项，

那么（’），（)）式可化为
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（2），（3）两式即为泡 "，(在外界周期声压的作用下
的振动方程 ,其中$,"，$,( 分别为气泡 "气泡 (的共
振频率 , 在小振幅的情况下，$,"，$,( 可由下两式

给出：
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式中 - 为多变指数，它可以从"（绝热条件下）比热
比变到 "（等温条件下）,或者写成
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式中$, ! (!.,，., 为液体中空泡的共振频率 ,
由上两式我们可以看出在密度为!的液体中，

由于考虑到两泡的相互作用，两泡的共振频率与单

泡的共振频率有明显的不同 ,气泡的共振频率随着
两泡之间的距离 ) 的增大而增大，起始半径大的共
振频率小 ,
气泡 (在无穷远处时，)" $，对（7）式右边同

时除以 )(，可得
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（""）式与 8/009-:+给出的单泡理论的共振频率符合
得很好 ,

!"#" 两气泡的振动
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我们求解上两式可得
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在共振（即!% *!"’ 或!% *!") ）条件下，我们解得

（’)），（’/）式为

"’ *
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! "#$!% ! ,!% !01"!%[ ]! - （’3）
（’2），（’3）式表明，"’，")相对 #%的相位在通过共振

时将发生变化，共振的解变为不稳定，振幅随时间增

大 -由于我们忽略了能量损耗，所以从理论上讲，振
幅的增大是无止境的 -此外共振振幅还与两泡的初
始半径及它们之间的距离有关 -当 $! 4 时，（’2），
（’3）式近似为单泡共振时的解（求解过程见附录）-

!"#" 两气泡的空化噪声声压

空化的发展伴随着空化泡的体积变化，基本上

是一个单极子噪声源 -忽略二阶及二阶以上极子的
作用，空泡的声压方程可写为［2，5］

!

) & , ’ ,) &6 * , (·， （’7）
式中 ( 液体中单位体积内质量的脉动速率（在本文
中 ( 是由空泡的体积脉动而产生的），& 为声压，’
为声速 -若声源尺寸远小于噪声波长且密度起伏可
以忽略不计，对于球形空泡，通过上式可得到两空泡

在 # 点的声压规律：
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其中 &’，&) 分别为空泡 ’、空泡 ) 在 # 点产生的声
压 - "，+ 分别为空泡 ’、空泡 )距 # 的距离，"为密
度 -由（/），（(），（’5），（)+）式可解得两泡在 # 点产
生的声压
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%’ * %’+ & "’ ，%) * %)+ & ") - "’ ，") 我们在上边

已经求出，从而可求得 # 点的声压 -

/ 8 计算结果的数值分析

$"%" 共振频率的数值分析

考虑到（5）式和（’+）式相似，我们仅对（5）式用
9:;<:=进行了数值求解，并得到图 ) -其中空泡 ’
半径为 %’+ * ’+">，空泡 )半径为 %)+ * .+">，&. *
’8+’/ ! ’+.，/ 取 ’8/，由图 ) 可以看出共振频率随
两泡之间的距离增大而增大，最后趋于一定值，这个

值就是单泡的共振频率 -

图 ) 气泡的共振频率与气泡之间距离的关系

$"!" 气泡的共振振幅

因为（’(），（’.）式是相似的，所以我们仅对（’(）

式的振幅
&% $（$ , %)+）

"（$) %’+ , %)
’+ %)+）!)

%
做了数值求解 - 并

得到图 /，其中!% * )#0 %，0 % * .9?@，%’+ * ’+">，

%)+ * .+">，观察图像，我们发现振幅随距离的增大
而增大，最后趋于一定值 -

$"$" 气泡的共振

对（’/）式进行数值求解，得到图 ( -其中 &% *
’8+’/ ! ’+. A%，%’+ * + - 7">，%)+ * ’">，$ * +- ++’
>，气泡在声波周期内稳定振荡，且振荡形式复杂，
如图 (所示 -与文献［’+］给出气泡共振情况的基本
相似，但要比单泡的振动情况复杂 -

$"#" 气泡的空化噪声声压

我们对（)’）式做了数值求解，其中 %’+ * %)+ *
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图 ! 气泡的振幅随气泡之间距离的变化

图 " 共振情况时水中空气泡半径的时间曲线

图 # 空化噪声声压随时间变化图

$%!&，! ’ %( %) &，" ’ %( %! &；当 # ’ %( %$ &时，两
空泡在 $ 点的声压随时间的变化如图 #所示，当 %
’ # * $%+ #时，$ 点的声压随两泡之间距离的变化如
图 ,所示 (
观察图 #发现随时间延迟，气泡开始共振并逐

图 , 空化噪声声压随两泡之间距离的变化图

渐增强，空化噪声声压增大 (由图 ,我们看到，起始
时的空化噪声声压随着两泡之间距离的增大而增

大，但当距离增大到一定值时声压却随距离增大而

减小 (图 ,表明，当气泡之间距离增大时，气泡之间
的相互作用先增强后减弱 (

" - 结 论

本文建立了双空泡的运动方程，推导出了共振

频率，共振半径及空化噪声声压，并做了数值计算 (
计算结果表明：对于两空化泡的运动，气泡的共振频

率，共振振幅及空化噪声声压与气泡之间的距离有

关 (随气泡之间距离的增大，气泡的共振频率和共振
振幅都将增大，空化噪声声压随气泡之间的距离先

增大后减小 (

附录

（$,），（$.）式的具体求解过程：
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我们仅对（$)）式求解，"1 ’ "!$，方程为
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!（#) ’$% + ’)
$% ’)%）

(1 234"1 %，

其特解为

!$ ’ %（)234"1 % 0 *562"1 %），

代入（$)）式可求得

) ’ %，* ’ +
(1 #（# + ’)%）

)!（#) ’$% + ’)
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，
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对应的其次微分方程的通解为
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