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通过引入混沌运动的相位定义分析了线性和非线性耦合参数对两个主共振子系统之间的混沌相位同步的影

响 *讨论了在近似于主共振条件下，两子系统不同步、不完全相位同步和完全相位同步之间的演化过程，揭示了不

同状态相互转化与 +,-./012 指数变化之间的关系，指出随着线性耦合力的增加，相位同步效应增强，然而随着非线

性耦合力的增加，相位同步效应减弱 *

关键词：相位同步，3455678 振子，耦合，+,-./012 指数

!"##：$%#%

!国家自然科学基金（批准号："$#(9$#&，&$9$"$"$）和江苏省教育厅自然科学基金（批准号：$’:;<&&$$&’）资助的课题 *

! =>?-@6：,10A6@/?-BCDC1B?-@6 * E1?

& F 引 言

"$ 世纪 G$ 年代美国海军实验室的 H7E18- 和

I-8816［&］提出相同混沌子系统之间在不同的初始条

件下，通过某种驱动或耦合仍可以实现混沌轨道的

同步化，并且在电子线路实验中首次观察到了混沌

同步现象 *之后对混沌同步的研究才蓬勃展开，掀起

新的高潮 *混沌同步的方法不断涌现，其应用领域也

从物理学迅速扩展到生物学、电子电气工程、保密通

讯等领域［"—G］*随着研究工作的不断深入，混沌同步

的概念也从完全同步拓展到弱耦合下的混沌相位同

步［&$，&&］*混沌相位同步是指系统的运动是混沌的，但

参与弱耦合的子系统之间存在着相位同步特性 *由
于混沌运动的相位不能直接从其时间历程上得到，

而描述混沌信号之间的相位同步首先要解决的问题

是如何确定混沌信号的振幅和相位，因此，人们提出

了一些方法从混沌信号的时间历程上计算混沌运动

的相 位［&$］* 近 年 来，H@J125J, 等［&"］ 提 出 了 基 于

H1@0E-87 映射的计算混沌信号相位的方法，其基本思

想是，当相轨迹每穿越 H1@0E-87 截面一次，其相应的

相位增加 "!，而在其他时间，其相位则随时间的变

化均匀分布，用公式表示为

!（ !）K "!" L "!（ ! M !"）N（ !"L& M !"）
（ !" O ! O !"L&）， （&）

其中 !" 和 !" L & 分 别 表 示 第 " 次 和 第 " L & 次 与

H1@0E-87 截面相交的时间 *这样经过长时间（通常至

少达到无量纲 &$’ 左右）的统计平均，混沌运动的平

均频率，即混沌运动相位的平均增长率可表示为

" K 6@?
#"P

"!# N !（#）， （"）

其中 !（#）表示相点第 # 次相交到 H1@0E-87 截面时

所需要的时间 * 如果 Q $!& M %!" Q O E105B *，则产生

$ R %的混沌相位同步，即两个子系统的平均频率比

锁定在 $ R % 附近 * $ R % 的混沌相位同步也可以从

扩散云图（与 H1@0E-87 截面相交的相点）来解释，当

扩散云图中的相点集中在相空间的较小（较大、几乎

整个相空间）区域内时，两个系统完全相位同步（不

完全相位同步、不同步）*
基于混沌运动的相位及相应的频率定义，周期

激励的混沌系统以及线性耦合混沌系统的相位同步

现象得到了广泛研究［&)—&9］* 近年来，我们也讨论了

线性耦合下不同比率的混沌相位同步，分析了耦合

系统随参数的变化从完全相位同步到不完全相位同

步，最终到不同步的演化过程［&(］，揭示了其中涉及

到的不同相位动力学行为 *虽然至今在混沌相位同

步方面取得了大量成果，但是这些结果大都是基于

两混沌子系统之间的线性耦合，而实际系统之间的

耦合关系是复杂的 *本文探讨两 3455678 系统在线性
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尤其是在非线性耦合下的混沌相位同步，有
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其中 $ " ’(!)，% " ’(%，& " !’(’ 是为了保证参与耦

合的两子系统产生混沌现象 *参数!!，!% 分别表示

两个 +,--./0 系统的固有频率［!1］，"! 和"% 表示耦合

力 *如果"% " ’，耦合系统是线性耦合系统；如 果

"! " ’(’，耦合系统是非线性耦合系统 * 本文考虑两

子系统在!! 2!% 近似于 ! 2 ! 时两子系统之间的相

位同步效应 *定义#! 和#% 分别表示两子系统状态

变量的平均频率，同时令

!! " #! ##% （3）

表示两子系统在 ! 2 ! 下的平均频率之间的差值 * 显

然，当两子系统均处在混沌状态，而且 4!! 4非常小，

甚至趋于零时，则产生混沌同步效应 *本文主要研究

线性及非线性耦合力"! 和"% 如何影响耦合系统的

相位同步行为，结合 56789:;< 指数揭示两子系统不

同步、不完全相位同步和完全相位同步之间的相互

演化过程 *耦合系统的 56789:;< 指数的具体计算参

见文献［!=］，本文 56789:;< 指数用$表示 *

% ( 线性耦合振子相位同步

为了研究两个固有频率比!! 2!% 接近 ! 2 ! 的

混沌相位同步，取!! " !(’ $%，!% " !(’，其中%是

两个子系统固有频率的调谐参数，以下计算我们取

%" ’(’% *两个 +,--./0 系统的平均频率可根据（%）式

直接计算，即在单位时间内系统振动的数目 *两个子

系统的平均频率差随着耦合力"! 的变化如图 ! 所

示 *从图 ! 可知随着耦合力"! 的增加，两个 +,--./0
系统的平均频率差急剧下降到零，说明耦合程度对

混沌吸引子的结构有很大影响，导致两个 +,--./0 系

统从不同步向完全同步转化 *
为了研究相位同步的本质，耦合的 +,--./0 系统

的四个较大的 56789:;< 指数随着"! 变化的曲线见

图 ! 两个子系统平均频率差随"! 的变化

图 % *当耦合力"! 较小时，即"! > ’(’!?，耦合系统总

有两 个 正 的 和 两 个 零 56789:;< 指 数 * 第 二 个 零

56789:;< 指数非常小，对应于“拟周期”的相位动力

学行为，两 者 之 间 可 以 相 互 转 化 * 两 个 较 大 的

56789:;< 指数在整个耦合区域里保持为正，意味着

耦合系统的振幅是混沌的和独立的，且耦合系统处

于超混沌状态 * 进一步的研究表明当 ’(’!? >"! >
’(!’) 时，耦合的系统总有两个正的、一个零和一个

负的 56789:;< 指数，除了一个小区域"!!［’(’&!，

’(’&)］外，在这个区域里，耦合系统的正 56789:;< 指

数接近于零 *当"! @ ’(!’) 时，耦合系统最初的两个

正的 56789:;< 指数中的一个变为负的，说明耦合系

统的运动从超混沌状态变化到一般混沌状态，两个

+,--./0 系统完全相位同步，且随着耦合力"! 的增

加，同步效应一直保持下去 *

图 % 耦合系统 3 个较大的 5689:;< 指数随"! 的变化

这个现象也可以用扩散云来证实（见图 &）* 当

"! > ’(’!? 时，两线性耦合的 +,--./0 系统的相点分

布在整个相空间中的一个确定的矩形区域里（见图
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图 ! 线性耦合系统的扩散云图 （"）不同步!# $ %&%#，（’）不完全相位同步!# $ %&%(，（)）完全相位同步!# $ %&#*

!（"）），说明随着时间的变化，两个 +,--./0 振子的相

位差趋于无穷，即两个系统是不同步的 1随着耦合力

!# 的增加，耦合系统的相点很快收缩到一个相对小

的区域内（见图 !（’）），两个 +,--./0 系统不完全相位

同步 1随着耦合力!# 的进一步增加，这两个小区域

进一步收缩，耦合系统的相点分布在一些特殊的区

域内，这个区域包含一条直线，对应于锁相动力学行

为（见图 !（)））1即随着耦合力!# 的增加，相位同步

得到加强 1

! & 非线性耦合振子相位同步

非线性耦合系统的两个子系统的平均频率随耦

合力!2 变化关系见图 * 1 从图 * 可以看出，当!2 3
%&%#44 时，两个子系统的平均频率差逐步减少 1 当

!2 5 %&%#44 时，两个子系统的平均频率差突然增

加，这说明调谐参数"对混沌结构的影响非常大 1

图 * 两个子系统平均频率差随!2 的变化

混沌相位同步也可以从 67"89:;< 指数的变化

来 解 释，非 线 性 耦 合 混 沌 系 统 的 四 个 较 大 的

67"89:;< 指数随着非线性耦合力的变化曲线见图

4 1从图 4 可以发现随着非线性耦合力的增加，耦合

系统总有两个正的 67"89:;< 指数，另两个 67"89:;<
指数总在 %&% 的较小区域里变化，且没有明显的变

化，这证实了非线性耦合振子的相位不同步现象 1

图 4 耦合系统 * 个较大的 67"89:;< 指数随!2 的变化

非线性耦合振子的相位不同步现象也可以用扩

散云来证实（见图 =）1 耦合系统的相点几乎分布在

相平面（!#，!2）的某个确定的矩形区域里，说明两个

振子的相位差随着时间的变化趋于无穷，说明了两

个振子之间的相位不同步 1

* & 一般耦合振子相位同步

!"#" 情形 $ !% & ’"’’(

两个 +,--./0 系统的平均频率差随着线性耦合

力!# 的变化如图 > 所示 1两个子系统的平均频率差

随着参数!# 的增加而急剧下降，当!# 5 %&%#4 时，

两个 +,--./0 系统的平均频率差很快下降到零，即耦

合程度对混沌吸引子的结构影响非常大，导致两个

+,--./0 系统从不同步向完全相位同步转化 1对于弱
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图 ! 非线性耦合系统的扩散云图 （"）不同步!# $ %&%%’，（(）不同步!# $ %&%%)，（*）不同步!# $ %&%+,

线性耦合，在"+ -"#!+ -+ 情形下，两个 ./00123 系统

的相位相差很大，但随着线性耦合力!+ 的增加，两

个 ./00123 系统的相差逐渐接近于零 4 换句话说，在

"+ -"#!+ -+ 情形下，耦合系统在相对大的线性耦合

力!+ 的作用下达到同步 4

图 5 两个子系统平均频率差随!+ 的变化

图 6 耦合系统的扩散云图 !# $ %&%%7 （"）不同步!+ $ %&%+，（(）不完全相位同步!+ $ %&%5，（*）完全相位同步!+ $ %&+7

耦合系统的四个较大的 89":;<=> 指数随参数

!+ 的变化曲线见图 ) 4 对于很小的线性耦合力，即

!+"［%&%，%&%+7］，耦合系统总有两个正的和两个零

89":;<=> 指数 4 第二个零 89":;<=> 指数非常小，与

“拟周期”相位动力学对应 4在整个耦合区域里，两个

较大的 89":;<=> 指数始终是正的，意味着耦合系统

图 ) 耦合系统 , 个较大的 89":;<=> 指数随!+ 的变化

的振幅是混沌的和独立的，耦合系统处于超混沌状

态，这时耦合系统不同步（见图 6（"））4然而，当!+ 在

区间［%&%+7，%&+’’］内，耦合系统最初的零 89":;<=>
指数中的一个变为负的，这时耦合系统不完全相位

同步（见图 6（(）），耦合系统在临界值!+ $ %&%+7 处，

从 不 同 步 向 不 完 全 相 位 同 步 变 化，对 应 于 零

89":;<=> 指数在这一点发生关键性的变化 4而且，当

!+ $ %&+’’ 时，耦合系统最初正的 89":;<=> 指数中的

一个开始变为负的，耦合系统转化为简单混沌系统 4
当!+ ? %&+’’ 时，耦合系统完全相位同步（见图 6

（*））4从不完全同步向完全相位同步转化的临界值
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为!! " #$!%%，即在这一点处，耦合系统最初正的

&’()*+,- 指数中的一个变为负的 .

!"#" 情形 $ !# % &"&#

当非线性耦合力!/ " #$#/ 时，耦合系统从不同

步到不完全相位同步，直至完全相位同步之间的转

化可以从图 !# 中很明显的看出来 .两个临界值!! "

图 !# 两个子系统平均频率差随!! 的变化

#$#/0 和!! " #$!12，对应于耦合系统的 &’()*+,- 指

数发生量的变化，这两个点把!! 划分为三个区域

（见图 !!），三个不同区域对应于耦合系统不同的相

位动力学，即!!!［#$#，#$#/0］，耦合系统不同步（见

图 !/（(））；!!!（#$#/0，#$!12］，耦合系统不完全相

位同步（见图 !/（3））；!! 4 #$!12 耦合系统完全相位

同步（见图 !/（5））.

图 !! 耦合系统 2 个较大的 &’()*+,- 指数随!! 的变化

图 !/ 耦合系统的扩散云图!/ " #$#/ （(）不同步!! " #$#!，（3）不完全相位同步!! " #$!6，（5）完全相位同步!! " #$/6

!"’" 情形 ( !) % &"&*

当 线 性 耦 合 力!! " #$#6 时，!/ 7 #$#!，两 个

89::;<= 系统的平均频率差接近于零（见图 !%），即耦

合系统相位同步（见图 !2（(））.当!/ 4 #$#! 时，两个

89::;<= 系统的平均频率或接近或分离，即耦合系统

由相位同步向不同步变化（见图 !2（3））. 耦合系统

状态变化的临界值为!/ " #$#16，对应于耦合系统负

的 &’()*+,- 指数快速增加（见图 !6）.

图 !% 两个子系统平均频率差随!/ 的变化

%6>/ 期 刘 勇：耦合系统的混沌相位同步



图 !" 耦合系统的扩散云图!! # $%$& （’）不完全相位同步!( # $%$$)，（*）不同步!( # $%$!&

图 !& 耦合系统 " 个较大的 +,’-./01 指数随!( 的变化

&% 结 论

两个主共振子系统在一定的耦合条件下产生混

沌相位同步现象 2两个子系统的固有频率的调谐参

数"对耦合系统的同步现象也产生了影响，这可以

通过两个 3455678 系统的相互作用来解释 2具有不同

固有频率的两个子系统之间的相互作用在整个耦合

区域上导致了两个子系统的平均频率的分离或吸

引 2而且，相位同步的产生与混沌结构有关，可以通

过耦合系统的 +,’-./01 指数变化得到证实 2耦合力

对相位动力学的影响，尤其对同步的影响，与周期激

励系统相比是完全不同的，即随着线性耦合力的增

加，相位同步效应增强，而随着非线性耦合力的增

加，相位同步效应先增强后减弱 2
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