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研究事件空间中单面非 *+,-.,/ 型非完整系统 01,23,4 方程的 5,1 对称性和 5,1 守恒量 6建立系统的运动微分方

程，给出系统 5,1 对称性、弱 5,1 对称性、强 5,1 对称性的定义和判据，得到由 5,1 对称性直接导致的 5,1 守恒量的

存在条件以及 5,1 守恒量的表达式 6举例说明结果的应用 6
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! B 引 言

"( 世纪 ’( 年代，分析力学界开始认识到德国

女科学家 0A,-+,C 于 !D!) 年所揭示的对称性与守恒

量间的潜在关系［!］的科学价值 6从此，关于对称性与

守恒量的研究蓬勃发展［"—&］6 近年来，5,1 对称性的

研究取得了一些成果［’—"(］6但是，长期以来，在分析

力学理论中占据重要地位的三大力学体系之一［"!］

的 01,23,4 方程 5,1 对称性与 5,1 守恒量的研究成果

却较少 6 王树勇和梅凤翔给出了 01,23,4 方程的形

式不 变 性 的 定 义 和 判 据，研 究 了 形 式 不 变 性 和

0A,-+,C 对称性间的关系［""］；方建会等研究了非保守

力学系统 01,23,4 方程的形式不变性［"$］；乔永芬等研

究了非完整系统相对论性变质量 01,23,4 方程的形

式不 变 性 和 守 恒 量［"%］；许 学 军 等 研 究 了 非 保 守

01,23,4 方程的形式不变性导致的非 0A,-+,C 守 恒

量［"7］；文献［"&］研究了非完整系统 01,23,4 方程的

5,1 对称性与 5,1 守恒量 6 在自然界及工程技术的

实际应用中，相当多的约束是属于单面约束而不是

双面约束 6因此，单面约束系统的研究具有重要的实

际意义 6近年来，单面约束系统对称性的研究也取得

了一些进展 6张毅研究了单面非 *+,-.,/ 型非完整约

束系统的非 0A,-+,C 守恒量和单面完整约束系统的

速度依赖对称性与 8E-FGH 守恒量［"’，")］；王静等研究

了单面非完整系统的 81, 形式不变性［"D］；荆宏星等

研究了变质量单面完整约束系统 81, 对称性的摄动

与广义 IA=<.4 型绝热不变量［$(］；文献［$!］研究了事

件空间中单面非 *+,-.,/ 型非完整约束系统的 5,1
守恒量；文献［$"］研究了 01,23,4 体系中单面 *+,-.,/
型非完整系统的 5,1 对称性和 5,1 守恒量［$"］6

本文研究事件空间中单面非 *+,-.,/ 型非完整

系统 01,23,4 方程的 5,1 对称性和 5,1 守恒量 6在参

数!不变时变量 !" 的群的无限小变换下，定义了

5,1 对称性、弱 5,1 对称性和强 5,1 对称性，给出了

5,1 对称性的判据方程、限制方程和附加限制方程，

得到了事件空间中单面非 *+,-.,/ 型非完整系统

01,23,4 方程的 5,1 守恒量的存在条件和 5,1 守恒量

的表达式 6

" 6 事件空间中单面非 *+,-.,/ 型非完

整系统的运动微分方程

设理想单面非 *+,-.,/ 型非完整约束下的力学

系统的位形由 " 个广义坐标 #$（ $ J !，⋯，"）确定，

系统在位形空间的运动受 % 个理想单面非 *+,-.,/
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型非完整约束

!!（ "，#$ ，#
·

$）! !
（! " #，⋯，%；$ " #，⋯，&）， （#）

在事件空间中方程（#）可表示为

’!（("，($"）! !
（! " #，⋯，%；" " #，⋯，& % #）， （&）

’!（("，($"）" !! (#，⋯，(&%#；
($&
($#

，⋯，
($&%#
($( )
#

’（(）

方程（&）为事件空间中的理想单面非 )*+,-+. 型非完

整约束 ’当方程（#）和方程（&）的左边函数值为正时，

系统脱离约束；左边函数值为零时，系统处于约束

上 ’当系统处于约束上时，设约束方程（&）加在事件

空间中的虚位移#(" 上的限制条件为

’!"（("，($"）#(" " !
（! " #，⋯，%；" " #，⋯，& % #）， （/）

一般情况，’!"与!’!
!($"

无 关，如 果 两 者 相 等，则 非

)*+,-+. 型非完整约束成为 )*+,-+. 型非完整约束 ’
引入 0-12-31+ 乘子$!（! " #，⋯，%），则事件空

间中理想单面非 )*+,-+. 型非完整系统的运动微分

方程可表示为

!
!($"

4%
4& 5 &!%

!("
" )" %$!’!"

（" " #，⋯，& % #）（在约束上），

!
!($"

4%
4& 5 &!%

!("
" )"

（" " #，⋯，& % #）（脱离约束），

$!! !，!!! !，$!!! " !’ （6）

令

’" "$!’!" （! " #，⋯，%；" " #，⋯，& % #），（7）

’" 为事件空间中的广义非完整约束反力 ’引入事件

空间中的 8+9 算子

*" " !
!($"

4
4& 5 & !

!("
（" " #，⋯，& % #），（:）

则方程（6）可改写为

*"（%）" )" %’"
（" " #，⋯，& % #）（在约束上），

*"（%）" )" （" " #，⋯，& % #）（脱离约束）’
（;）

称方程（;）为与事件空间中理想单面非 )*+,-+. 型非

完整系统（方程（&）和（6））相应的完整系统的运动微

分方程 ’显然，方程（;）的第一式或第二式的（ & % #）

个方程不相互独立 ’假设可由方程（;）的第一式或第

二式解出后面 & 个 (<$ % #，记作

(<$%# " +$（("，($"，(<# ）

（ $ " #，⋯，&）（在约束上），

(<$%# " ,$（("，($"，(<# ）

（ $ " #，⋯，&）（脱离约束）’ （=）

( ’ 8+9 对称性的定义

引进参数&不变时变量 (" 的群的无限小变换

&" "&，

(""（&"）" ("（&）%"("
（" " #，⋯，& % #）， （#!）

或其展开式

&" "&，

(""（&"）" ("（&）%()"（(!，($!）

（" " #，⋯，& % #）， （##）

式中(为无限小参数，)" 为无限小变换生成元 ’
设在经历无限小变换（##）式后，事件空间中的

%，)"，’" 和 ’! 分别变为%"，)"" ，’"" 和 ’"! ，将

%"，)"" ，’"" 和 ’"! 在（("，($"）点沿系统运动轨道曲

线作 >-?@A2 级数展开，有

%" "% ("" ，
4(""
4&( )"

"%（("，($"）%(#-（#）（%）% .（(&），

)"" " )" ("! ，
4("!
4&( )"

" )"（(!，($!）%(#-（#）（)"）% .（(&）

（" " #，⋯，& % #），

’"" "’" ("! ，
4("!
4&( )"

" ’"（(!，($!）%(#-（#）（’"）% .（(&）

（" " #，⋯，& % #），

’"! " ’! ("" ，
4(""
4&( )"

" ’!（("，($"）%(#-（#）（’"）% .（(&）

（! " #，⋯，%）’ （#&）

方程（#&）中沿系统运动轨道曲线的无限小变换生成

元向量的一次扩展#-（#）为

#-（#） ")"
!
!("

%
$4)"
4&
!
!($"

， （#(）

（#(）式中对参数&的全导数采用沿系统运动轨道曲

线的方式，有

&/#& 物 理 学 报 6; 卷



!!
!! " !#" !!!"

$ !%& !!!#&
$ "#

!
!!##$&

（在约束上），

!!
!! " !#" !!!"

$ !%& !!!#&
$ $#

!
!!##$&

（脱离约束）’ （&(）

定义 ! 如果用经无限小变换（&&）变换后的动

力学函数#"，%"" 和$"" 分别代替变换前的动力学

函数#，%" 和$"，系统的运动微分方程（)）的形式保

持不变，即

&"（#"）" %"" $$""
（" " &，⋯，’ $ &）（在约束上），

&"（#"）" %""
（" " &，⋯，’ $ &）（脱离约束）’ （&*）

则称 这 种 对 称 性 为 与 事 件 空 间 中 理 想 单 面 非

+,-./-0 型非完整系统（方程（1）和（*））相应的完整

系统的 2-3 对称性 ’
定义 " 如果用经无限小变换（&4）变换后的动

力学函数#"，%"" ，$"" 和 ("% 分别代替变换前的动

力学函数#，%"，$" 和 (%，系统的运动微分方程（)）

和理想单面非 +,-./-0 型非完整约束方程（1）的形式

都保持不变，即

("% " (% !"" ，
!!""
!!( )" # 5 （% " &，⋯，)）（&6）

和方程（&*）同时成立，则称这种对称性为事件空间

中理想单面非 +,-./-0 型非完整系统（方程（1）和

（*））的弱 2-3 对称性 ’
容易证明，事件空间中的约束方程（1）加在虚位

移&!" 上的条件（(）式可改写为

(%"’" " 5 （% " &，⋯，)；" " &，⋯，’ $ &）’
（&7）

定义 # 如果用经无限小变换（&&）变换后的动

力学函数#"，%"" ，$"" 和 ("% 分别代替变换前的动

力学函数#，%"，$" 和 (%，系统的运动微分方程（)）

和理想单面非 +,-./-0 型非完整约束方程（1）的形式

都保持不变，并要求无限小变换生成元’" 满足方程

（&7）的限制，则称这种对称性为事件空间中 83-9:-;
体系的理想单面非 +,-./-0 型非完整系统（方程（1）

和（*））的强 2-3 对称性 ’

( ’ 2-3 对称性的判据

将方程（&1）的前三个方程代入方程（&*），忽略

(1 及更高阶小项，并注意到方程（)），可得

&"［$*
（&）（#）］"$*（&）（%" $$"）

（" " &，⋯，’ $ &）（在约束上），

&"［$*
（&）（#）］"$*（&）（%"）

（" " &，⋯，’ $ &）（脱离约束）’ （&)）

由于方程（&)）在利用 2-3 算子求动力学函数对参数

!的全导是沿系统运动轨道曲线进行的，所以该方

程中的 2-3 算子可由（7）式换为

%&" " !
!!#"

!!
!! < 1 !

!!"
（" " &，⋯，’ $ &），

（&=）

%&" 称为事件空间的广义 2-3 算子 ’ 因此，方程（&)）

可改写为

%&"［$*
（&）（#）］"$*（&）（%" $$"）

（" " &，⋯，’ $ &）（在约束上），

%&"［$*
（&）（#）］"$*（&）（%"）

（" " &，⋯，’ $ &）（脱离约束）’ （15）

将方程（&1）的第四个方程代入方程（&6），忽略(1 及

更高阶小项，并注意到方程（1），可得

$*（&）（(%）" 5
（% " &，⋯，)）（在约束上），

(%（!"，!#"）$($*（&）（("）> 5
（% " &，⋯，)）（脱离约束）’ （1&）

于是，有如下判据：

判据 ! 对与事件空间中理想单面非 +,-./-0
型非完整系统（方程（1）和（*））相应的完整系统（方

程（)）），如果变换方程（&&）的无限小变换生成元’"
满足方程（15），则相应的对称性为系统的 2-3 对

称性 ’
称方 程（15）为 与 事 件 空 间 中 理 想 单 面 非

+,-./-0 型非完整系统（方程（1）和（*））相应的完整

系统（方程（)））的 2-3 对称性的判据方程 ’
判据 " 对事件空间中理想单面非 +,-./-0 型

非完整系统（方程（1）和（*）），如果变换方程（&&）的

无限小变换生成元’" 满足方程（15）和（1&），则相应

的对称性为系统的弱 2-3 对称性 ’
方程（15）和（1&）分别称为事件空间中理想单面

非 +,-./-0 型非完整系统 2-3 对称性的判据方程和

限制方程 ’
判据 # 对事件空间中理想单面非 +,-./-0 型

非完整系统（方程（1）和（*）），如果变换方程（&&）的

无限小变换生成元’" 同时满足方程（&7）、（15）和

（1&），则相应的对称性为系统的强 2-3 对称性 ’

4(&1( 期 贾利群等：事件空间中单面非 +,-./-0 型非完整系统 83-9:-; 方程的 2-3 对称性与 2-3 守恒量



方程（!"）称为事件空间中理想单面非 #$%&’%(
型非完整系统 )%* 对称性的附加限制方程 +

, + )%* 对称性导致的 )%* 守恒量

事件空间中非奇异理想单面非 #$%&’%( 型非完

整系统的 )%* 对称性可直接导致 )%* 守恒量，下述

命题给出 )%* 守恒量的存在条件和 )%* 守恒量的表

达式 +
命题 如 果 事 件 空 间 中 非 奇 异 理 想 单 面 非

#$%&’%( 型非完整系统 )%* 或弱 )%* 或强 )%* 对称性

的生成元!" 和规范函数 !) - !)（ ""，"."）满足如下

结构方程

!#（!）［!#（!）（#）］/!#（!）（$" /$"）!" /
"0
0 %!) - 1

（在约束上），

!#（!）［!#（!）（#）］/!#（!）（$"）!" /
"0
0 %!) - 1

（脱离约束）， （22）

则系统的三种 )%* 对称性导致的 )%* 守恒量均为

&) - !
!#（!）（#）

!"." !" / !) - 3456& + （27）

证明 将（27）式按（!8）式的第一式对参数%求

导，并利用方程（22）的第一个方程和方程（21）的第

一个方程，可得

"0 &)
0% -

"0
0%
!!#（!）（#）

!".[ ]
"

!" /!
!#（!）（#）

!"."
"0!"
0% /

"0!)

0%

-!#（!）［!#（!）（#）］9!"
!!#（!）（#）

!"."

/
"0!)

0% /!"
"0
0%
!!#（!）（#）

!"."

[-
"0
0%
!!#（!）（#）

!"."
9!
!#（!）（#）

!""

9!#（!）（$" /$" ]）!"

-｛!’"［!#
（!）（#）］9!#（!）（$" /$"）｝!"

- 1+
这样便证明了系统在约束上时的情况 +同理，将（27）

式按（!8）式第二式对参数%求导，并利用方程（22）

的第二个方程和方程（21）的第二个方程，即可证明

系统约束脱离时的情况 +

: + 算 例

在事件空间中，非奇异理想单面非 #$%&’%( 型非

完整系统的 ;’<=’5<% 函数、非势广义力、约束方程以

及约束加在虚位移上的限制条件分别为

# - !
2［（".2 ）2 /（".7 ）2 9 "2 / "7］， （28）

$! - $2 - $7 - 1， （2,）

( - ".7 9 "! ".2 # 1， （2:）

&"2 9&"7 - 1 + （2"）

试研究系统的 )%* 对称性和 )%* 守恒量 +
（8）式展开后和（2"）式比较可得

(!! - 1，(!2 - !，(!7 - 9 ! + （2>）

利用（2>）式，由方程（,）的第一个方程可得

"?2 / ! -’! (!2 -’! （在约束上），

"?7 9 ! -’! (!7 - 9’! （在约束上），（2@）

由方程（,）的第二个方程可得

"2 - 9 !，"7 - ! （脱离约束）+ （71）

当系统处于约束上时，由方程（:）、（2:）和（2@）式可

得

$! -’! (!! - 1 （在约束上），

$2 -’! (!2 -’! - 9
".! ".2 9 2
! / "!

（在约束上），

$7 -’! (!7 - 9’! -
".! ".2 9 2
! / "!

（在约束上）+ （7!）

（7!）式的第二式代入方程（2@），并注意到方程（@）的

第一个方程，得

"?2 - 9 ! /
".! ".2 9 2
! / "( )

!
- )! （在约束上），

"?7 - ! /
".! ".2 9 2
! / "!

- )2 （在约束上）+（72）

由方程（71）和方程（@）的第二式，得

"?2 - 9 ! - *!，"?7 - ! - *2 （脱离约束）+
（77）

取无限小变换生成元为

!! - 1，!2 - ".2 / ".7 ，!7 - 1， （78）

当系统处于约束上时，利用（!7）、（!8）、（!@）和（78）

式容易算得

"0
0%!2 - 1，

!#（!）（#）- 9 !
2（".2 / ".7 ），

!’!［!#（!）（#）］-!’2［!#（!）（#）］-!’7［!#（!）（#）］- 1，

!#（!）（(）- 1，

!#（!）（$!）-!#（!）（$2）-!#（!）（$7）- 1+ （7,）

88!2 物 理 学 报 ,> 卷



注意：当系统脱离约束时，同样的方法可证明（!"）式

的前四式依然成立 #
利用（!"）式容易验证判据方程（$%）和限制方程

（$&）成立；将（$’）式和（!(）式代入方程（&)）可知，附

加限制方程（&)）不成立 # 故由判据 & 和判据 $ 知，

（!(）式表述的无限小变换生成元即是所求系统的

*+, 对称性也是弱 *+, 对称性的无限小变换生成

元 #因此，系统即具有 *+, 对称性，也具有弱 *+, 对

称性 #由结构方程（$$）的两个方程均可得

!* - % # （!.）

利用（$!）式可得系统的 *+, 和弱 *+, 对称性直接导

致的 *+, 守恒量为

"* - / &
$（#0$ 1 #0! ）- 23456 # （!)）

) #结 论

本文采用沿系统运动轨道曲线求函数对参量!
全导数的方法，给出事件空间中理想单面非 78+69+:

型非完整系统 ;,+<5+4 方程的 *+,、弱 *+, 和强 *+,
对称性的定义及判据 #本文还研究了 *+, 守恒量，得

到了事件空间中理想单面非 78+69+: 型非完整系统

;,+<5+4 方程的由三种 *+, 对称性直接导致的 *+, 守

恒量的存在条件以及守恒量的表达式，主要结论是

判据 &、判据 $、判据 ! 和命题 & #
从（"）、（’）、（&$）、（&"）、（$%）和（$$）式可看出：

如果事件空间中的非势广义力 $" - %，本文的研究

结论则退变为事件空间中理想单面非 78+69+: 型非

完整保守系统 ;,+<5+4 方程的 *+, 对称性结论；如果

事件空间中的广义非完整约束反力#" - %，则退变

为事件空间中完整非保守系统 ;,+<5+4 方程的 *+,
对称性结论；如果 $" -#" - %，则退变为事件空间

中完整保守系统 ;,+<5+4 方程的 *+, 对称性结论；如

果 %$" -!%$=!#0"，则退变为事件空间中理想单面

78+69+: 型非完整系统 ;,+<5+4 方程的 *+, 对称性结

论 #因此，本文的研究结论具有普遍意义 #
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