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应用 +,-./0椭圆函数展开法，求得了 1,23456738,97:.;方程组的包络周期解和孤立波解 <
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! G 引 言

在广泛的流体力学问题中都会遇到 1,2345
6738,97:.;方程组（简称为 16 方程组）<其形式可写
为［!—)］
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其中 ! 为复函数，% 为实函数，#!，#" 为非线性系

数，$为相互作用系数，"K L !<当"K H !时，方程
组（!）称为 16"方程组；当"K J !时，方程组（!）称
为 16#方程组 <应用 1,9/.BM变换［=］、散射反演法［(］

和 N09.7,方法［’］可以获得 16方程组（!）的多种孤立
子解 <本文主要应用 +,-./0 椭圆函数展开法［&，%］，求
16方程组的包络周期解，相应的包络冲击波解和孤
立波解 <

" G 定性分析

对于 16方程组（!），设
! K%（&）3

0（ &#H ’$J’"）
，

% K %（&），

& K (# H )$ J("， （"）
其中%（&）和 %（&）都是实函数，( 和 ) 分别是波包

在 # 和 $ 方向的波数，(为波包的圆频率，& 和 ’ 分
别是载波在 # 和 $ 方向的波数，’为载波的圆频率 <
（"）式代入到 16方程组（!）得
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由于%是实函数，因此由（),）式的虚部为零可得
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（)/）式对&积分两次，取积分常数为零得
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因而
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这是 % 与%之间联系的简单代数式 <
（’）式代入（=,）式得
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其中

’ J!（&" H"’"）K J) （) O $）， （%）

# K#! J $#" ("

(" J")" < （*）

令* K F%
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，则非线性常微分方程（&）等价于下列自
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治动力系统：
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动力系统（#$）有三个平衡点：
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由于&- $，因而要求’- $*
在平衡点处，（#$）式右端的 .%/0+1矩阵分别为
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它们的特征方程分别是
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相应的特征根分别为
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显然，在& - $ 的条件下，对于平衡点（!
!
# ，#

!
# ）"

（$，$）而言，其特征根或是不等实根（ !& ’%"& - $），
或是共轭纯虚根（ !& ’%"& 4 $）；同样，对于平衡点

（!
!
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!
&，)）"（ 2 &," ’，$）而言，其特征根或是共轭

纯虚根（!& ’%"& - $），或是不等实根（ !& ’%"& 4 $）；
因而平衡点或是中心点，或是鞍点 *
由（#$）式知，在相平面（!，#）上的相轨道满足
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积分上式得
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其中 $ 为系统（7）的总能量或 8%91:1;0<函数 *
因方程（#6）可以化为
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所以，（7）式表示的系统为保守系统，有周期解 *

) = 包络周期解

下面应用 .%/0+1椭圆函数展开法，求出了 >?方
程的包络周期解，相应的包络冲击波解和孤立波解 *
将!（"）展开为下列 .%/0+1 椭圆正弦函数的

级数：
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由（7）式中的非线性项与最高阶导数项平衡可定出
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把（#B）式代入（7）式得
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解之得
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其中 $$($#为模数 *
（&&）式代入到（#A）式求得 ) 的振幅是
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显然这是围绕中心点的闭合轨道 *当 (%#时，上式
化为
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因"" ’ ,时，!（"）" " #-! $；"" ( ,时，!（"）

"# #-! $，故这是连接两鞍点!
$
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( #-! $的异宿轨道，即冲击波解 )
（*/）式代入（*）和（0）式，求得 12 方程的包络

3$4567椭圆正弦函数周期解为
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以下还可以作 4%"展开和 ;%"展开分别得出
3$4567椭圆余弦函数周期解和第三类 3$4567椭圆函
数周期解及相应的孤立波解 )
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这就是 12方程组的包络孤立波解 )

+ )结 论

本文应用行波变换将 1$@9AB2#9C$D#85%方程化为
了非线性常微分方程，对其进行了定性分析，并应用

3$4567椭圆正弦函数、3$4567椭圆余弦函数和第三类
3$4567椭圆函数展开法，求出了它的包络周期解，相
应的包络冲击波解和孤立波解 )
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