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利用对映射的不动点分析和构造相应次数的迭代曲线，分析了由 ,-.小波窗口函数构造的一维全局光滑迭
代映射的动力学特性 /随着尺度伸缩和时间平移，映射不动点会发生数量上的增加或减少，产生稳定或不稳定交
点、切点或零点 /通过数值仿真得到了动力学行为图、参数分岔图和 01234567指数谱，研究和讨论了 ,-.小波映射
的倍周期分岔、切分岔、边界危机分岔、周期窗以及不完全 89:;95<24=树等非线性物理现象 /
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!国家自然科学基金（批准号：)’%+"’&(）资助的课题 /
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! D 引 言

分岔和混沌等非线性现象广泛地存在于自然

界，诸如物理学、化学、生物学、地质学技术科学以及

社会科学等各个领域 /混沌及其混沌控制在电子系
统、保密通信、数据加密、机械震动故障诊断和神经

网络等众多领域中得到了广泛的应用［!—%］/
自从 06;:EF:C映射、GH565映射和 06A95I方程等

提出以来，人们不断发现新的混沌系统［&—*］，或者从

已有的映射和方程等系统作延伸构造出新的系

统［(—!)］，进而对这些系统进行了深入研究，建立了相

应的理论体系［!+—!(，"!］，并不断报道出新的非线性物

理现象［!*—"’］/尤其是近几年来，G219E等人首次通过
加载随机信号从一个线性系统中获得了反时间的混

沌信号［""，"$］，突破了人们的传统观念，说明混沌不再

是非线性动力学系统所特有的一种形式，需要人们

对混沌及其现象做出重新的认识和正确的评价 /
小波函数是一类重要的非线性函数方程，小波

变换有着广泛的应用前景［"%］/实际应用中有时会发
现在经过小波变换后的输出结果中存在分岔现象，

这对于高精度检测和定位等应用是不利的 /分岔现
象是由小波函数本身决定的，因此有必要对小波函

数的动力学特性进行研究 /
基于 ,-. 小波［"%］的窗口函数，本文构造了所

对应的一维映射方程 /由于小波映射中尺度的伸缩
和时间的平移，会导致小波映射具有复杂的非线性

动力学行为 /本文将利用对映射的不动点分析和构
造相应次数的迭代曲线，分析 ,-.小波映射的动力
学特性，通过数值仿真对该映射进行深入的研究和

详细的讨论 /

" D 小波映射构造和不动点分析

’()( !"#小波映射构造

用 .24EE函数的差（,:JJ9A95C9 6J .24EE:25E，,-.）
形成的 ,-.小波是 K9L:C6草帽小波的良好近似，其
基函数为

!（ !）M 9N !" O" N ’D&9N !" O*， （!）
,-.小波基函数与其他小波基函数一样，都在有效
支撑区域之外快速衰减，它在视觉信息加工研究和

边缘检测方面获得了较多的应用［"%］/
由 ,-.小波的基函数伸缩和平移后生成相应

的窗口函数，其时域形式为
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式中，! 和 " 分别为尺度伸缩因子和时间平移因子 $
由（%）式 &’(小波的窗口函数可以直接构造出

一维离散迭代映射
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上式所描述的映射方程包含了伸缩和平移的两个参

数，简称 &’(小波映射 $

!"!" #$%小波映射曲线的特征

对式（,）进行求导得出
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故映射的临界点为 $ ! " 和 $ ! " / %! !01. $当 $ !

" 时，（,）式具有极大值 "
%!!
；当 $ ! " / %! !01.时，

（,）式具有极小值 # ,
"2!!

$极大值和极小值只与伸

缩的尺度有关，与平移的时间无关；发生极大值的位

置与平移的时间一致，而发生极小值的位置则与伸

缩的尺度和平移的时间成线性关系 $
（.）式即为 &’(小波映射的特征值方程 $ &’(小
波映射是一维映射，根据一维映射动力系统理论，对

于稳定的周期 "情况，特征值必须位于区间［ # "，"］
中，当特征值越出该区间，则将产生倍周期分岔［"3］$

!"&" 映射不动点分析

图 "是 &’(小波映射随尺度伸缩和时间平移
时不动点演变的示意图，图中曲线表示 ’ ! &（ $），斜
线（或称对角线）表示 ’ ! $（斜率为 "），映射不动点
即为曲线与斜线相交或相切的点，图中曲线所注数

值表示伸缩或平移的值 $图 "（4）是时间平移因子 "
! 56"时随尺度伸缩，映射不动点发生变化情况示
意；图 "（7）是尺度伸缩因子 ! ! 56,时随时间平移，
映射不动点发生变化情况示意 $从图中可以看到，
&’(小波映射随伸缩和平移时，在全局范围内始终
有 "个交点不动点（曲线与对角线的交点），在稳定
点和不稳定点之间变化着；同时映射曲线会与对角

线相切，产生新的切点，切点分裂成 %个交点，继而
%个交点合并相切后消失 $

% 6,6"6 尺度伸缩情形

图 " &’(小波映射不动点演变示意图 （4）尺度伸缩情形，（7）

时间平移情形

从图 "（4）中可以观察到，当尺度缩小时，映射
先有 "个不动点，为与对角线相交的交点，交点的斜
率在（5，# "）的区间内，为稳定的不动点，以周期 "
轨道运行 $当 ! ! 5689,.时，交点斜率刚好为 # "，不
动点位于稳定点和不稳定点的临界点，当尺度进一

步缩小，不动点将转变成不稳定点，因此在 ! !
5689,.时映射将发生第一次倍周期分岔，进入周期
%运行轨道 $
当尺度缩小到 ! ! 56%%28 时，映射不动点除了

原有的 "个不稳定的交点外，映射曲线刚好与对角
线相切，产生了 " 个切点，映射将在这里产生切分
岔 $切点不动点随尺度进一步缩小，将分裂成 %个交
点，与原有的 "个交点一起，映射的不动点变成了 ,
个，其中 "个是稳定不动点，将产生一条稳定的周期
轨道，形成周期 "窗口 $周期 "窗口中的周期 "轨道
随着尺度的继续缩小，当 ! ! 56"+52时，其稳定不动
点会变成不稳定不动点，产生窗口内的倍周期分岔，

并最终通向混沌 $窗口内的次级混沌带将与切点分
裂出来的一条不稳定不动点的运行轨道（不能观察

到）相遇，发生混沌危机，引起混沌状态的突变，由密
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致的混沌窄带突然变为较稀疏的混沌宽带 !
由此可见，当尺度缩小时映射不动点由最初的

"个稳定交点转变成 "个不稳定交点，继而新生成 "
个切点，然后由切点发生分裂，最后变成了 # 个
交点 !
$ %#%$% 时间平移情形
从图 "（&）中可以观察到，当时间由负值向正值

平移时，与上述尺度缩小情形类似，映射也先有 "个
稳定不动点，为与对角线相交的交点 ! 当 ! ’
( )%*+,时，交点斜率刚好为 ( "，映射将在这里发生
第一次倍周期分岔 !当 ! ’ ( )%-).,时，交点成为零
点，从下面的分岔图可以看出，映射在这里没有发生

状态突变 !该零点不动点是映射的唯一不动点 !
随着时间平移值的进一步增大，当 ! ’ )%$*,

时，映射生成 "个切点，映射将在这里发生切分岔，
产生一条稳定的周期 "轨道和另两条不稳定的不能
观察到运行轨道 !按例这将会在分岔图上形成周期
"窗口，但由于周期 "轨道将变得越来越稳定，不去
历经一般分岔现象时的倍周期分岔过程，且在区间

内与不稳定运行轨道不产生相遇，因此周期 "轨道
将保持着鲁棒稳定性 !直到 ! ’ )%,-$时，映射曲线
上 $个不稳定交点相遇并合并生成 "个切点，紧接
着切点消失，/01小波映射在这之后仅存在着 "个
稳定的不动点 !
综上所述，当时间平移时，映射不动点将由最初

的 "个稳定交点转变成 "个不稳定交点，然后相切
另生成 " 个新的切点，切点发生分裂，变成 # 个交
点；一段范围变化后，其中 $个不稳定交点合并相切
并消失，最后映射只保留 "个稳定的不动点 !
$ %#%#% 零点不动点

/01小波映射初值为 )时，产生零点不动点的
二参数之间的关系可以由（#）式求得 !令［ "# 2 "，"#］

’［)，)］，则 $ 与 ! 有以下关系式：

! ’ 3 *
#! 45$·$ ’ 3 "%+#,6$ ! （+）

零点不动点在一定的条件下会产生映射运行轨

道状态的突变 !

# % 数值仿真和结果分析

!"#" 参数动力学行为分布

尺度伸缩和时间平移二参数同时变化时，在不

同的初值下 /01小波映射的动力学行为分布图如
图 $所示 !图 $是根据周期数的大小使用相应的黑
白灰度将该映射点在参数平面中绘出，白色代表周

期 "，黑色代表混沌，周期数越大则灰度越深 !可以
看出，大周期数和混沌区域主要集中在两个区间内，

在此区间内还夹杂着大量小周期数，说明在混沌区

域内存在切分岔引发的阵发混沌周期窗口 !

图 $ 参数动力学行为分布图 （7）初值 )，（&）初值 )%+，（8）局部

图

图 $（7）和（&）说明在不同的初值下，/01小波
映射的动力学行为存在着一定范围内的差异 !在大
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部分区间内，其动力学行为大致相同，但在 !，" !
［"#$，"#$%］&［"，"#’］和 !，" !［"#(，"#)］&［"#)，
"#*］的一些小区间内，则存在着较明显的差异 +
图 ’（,）是参数动力学分布局部图，从图中可以

观察到，其分布具有一定的变化规律，明显出现两个

周期区域与混沌区域的边界，且可以用两条参数的

关系直线线性近似，分别为：#$：! ! "#(-" . "#$-和

#’：! ! / "#%0" . "#’$ +在 #$ 边界附近，123小波
映射的 $次迭代曲线生成 $个切点，将发生切分岔，
形成 $条稳定的周期 $ 运行轨道；而在 #’ 边界附

近，123小波映射的 ’次迭代曲线生成 ’个切点，将
发生切分岔，形成 $条稳定的周期 ’运行轨道 +这种
物理现象，文献［$-，’"］称之为边界危机分岔
（456789:; ,:<=<= ><?6:,9@<57）+
图 ’中出现的较大的周期窗口是周期 (窗，次

大的周期窗口是周期 )窗 +如果在图上取一条水平
或者垂直的直线，就可以得到单一参数变化时的分

岔图，分别对应于尺度伸缩或时间平移为分岔参数

时的动力学行为 +

!"#" $%&小波映射的分岔

图 (和图 )是尺度伸缩和时间平移其中一个参
数固定、另一个参数变化时的分岔图，这里初值无特

别说明时设定为 " +
(#’#$# 伸缩与 AB<CB7>96D常数
图 (（9）和（>）是时间平移因子在 " ! "#$ 时

123小波映射尺度在［"#$，"#*］范围内伸缩的分岔
图和对应的 E;9F675G指数谱 +观察图 (（9）可见，尺
度伸缩时映射发生了逆分岔现象，随着尺度缩小，发

生了倍周期分岔，依次出现了周期 ’，)，H，$0，⋯ +当
! ! "#()H0和 ! ! "#’’0%时，映射发生了切分岔，分
别形成了较明显的周期 (窗和周期 $窗 +周期 $窗
口的形成原因已经在对映射不动点分析时作了说

明 +周期 (窗口也是因映射的 (次迭代曲线上同时
形成 (个切点导致了切分岔而引起的 +
图 (（9）中出现周期 ’，)，H，$0，⋯所对应尺度值

分别为：!$ ! "#%-()，!’ ! "#))’$，!( ! "#)$0H，!) !

"#)$$%，可以计算出尺度值 !$（ $ ! $，’，⋯）序列间
隔比的极限分别为：

!$ ! I<D
$!J

!$ / !$/$

!$.$ / !$
! %#-H"’， （0）

!’ ! I<D
$!J

!$ / !$/$

!$.$ / !$
! )#**(0 + （*）

图 ( 尺度伸缩的分岔行为 （9）分岔图，（>）E;9F675G指数谱

式（0）和式（*）给出的!$ 和!’ 与 AB<CB7>96D常数!
! )#00-’"⋯相差较大 +这说明 123 小波映射不严
格具有单峰 E5C<=@<,映射等所决定的系统的一些共
同规律，即在通向混沌道路的一系列倍周期分岔过

程中，在参数空间中都表现出自相似性 +尽管 123
小波映射的分岔行为没有严格遍历 AB<CB7>96D的倍
周期分岔过程，但从图 (中可以看到，分岔图仍然表
现出了一定的自相似性 +
( #’#’# 平移与周期窗内不完全 AB<CB7>96D树
图 )（9）和（>）是尺度伸缩因子在 ! ! "#( 时

123小波映射在［ / $，$］范围内时间平移的分岔图
和对应的 E;9F675G指数谱，图 )（,）是映射对应于图
)（9）的局部分岔图 +固定 ! ! "#(，图 %（9）、（>）和（,）
则分别是 " ! / "#"*-$’，" ! / "#"*)*( 和 " !
"#$)*-(时映射的 0 次、$’ 次上半区和 ) 次迭代
曲线 +
从图 )（9）中可以看出，123小波映射随时间平

移时非线性动力学现象更加丰富，随着时间因子的

变化，出现了倍周期分岔、混沌、切分岔、阵发混沌、

周期窗以及不完全倍周期 AB<CB7>96D树等现象 +
我们先观察时间因子 " 在［ / "#"*-$’，

()’’)期 包伯成等：123小波映射伸缩和平移的动力学分析



! "#"$%$%］区间内 &’(小波映射的分岔行为 )在 !
* ! "#"+,-.位置时，映射的 /次迭代曲线如图$（0）
所示，映射在这里发生了切分岔，形成了两个平行的

周期 1窗口 )在平行的周期 1窗内，映射出现了不完
全倍周期 2345367089树现象，形成了 /个二次分谐 )
二次分谐在 ! * ! "#"+:+1 位置开始，并在 ! *
! "#"/+"-位置结束 )映射在分谐开始时刻的 -. 次
迭代曲线如图 $（7）所示，为了便于观察，图 $（7）中
只给出了上半区的迭代曲线 )

图 : 时间平移的分岔行为 （0）分岔图，（7）;<0=86>?指数谱，

（@）局部分岔图

从图 $（7）中可以看出，映射的 -. 次迭代曲线

图 $ &’(小波映射的迭代曲线 （0）/次迭代曲线，（7）-.次上

半区迭代曲线，（@）:次迭代曲线

生成了 /个切点，当时间平移值增大，则 /个切点分
裂生成 / A 1个交点，其中有 -.个交点的斜率都是
略大于 ! -，而另 /个略大于 -，也即 -.个是稳定的，
/个是不稳定的 )这样就产生了 / 条稳定周期 . 轨
道 )当 ! * ! "#"/+"-时，/ A 1个交点在此重新合并
成 /个切点，并转变成 /个稳定交点，形成了 /条周
期 -轨道 )
图 $（@）给出了 ! * "#-:+,1时映射的四次迭代

曲线，映射在这里发生了切分岔，出现了周期 :
窗口 )
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这样，通过构造映射的迭代曲线，我们揭示了

!"#小波映射在分岔图上形成周期窗和窗内不完
全 $%&’%()*+,树现象的原因 -
. /0/./ 零点和不同初值的状态突变

图 1 分岔图和吸引子 （*）有状态突变的分岔图，（)）混沌吸引子

图 1（*）给出了尺度伸缩因子在 ! 2 3/.4 时
!"#小波映射在［3/.4，3/44］范围内时间平移的分
岔图 -从图 1（*）中可见，分岔图在 " 2 3/5647附近裂
变成了两个部分，右侧为周期 8区域，左侧为混沌区

域 -该精确位置是 "! 2 7
." 9(0 ! 2 3/.4 7

." 9(0，这

时吸引子是出现在坐标［ #$ : 8，#$］2［3，3］上的一个
点 -当 " 2 "! ; 83; 83时，映射存在着如图 1（)）所示
的混沌吸引子；而当 " 2 "! : 83; 83时，则为坐标

［#$ : 8，#$］2［ ; 3/.587，; 3/.587］的周期 8 - !"#小
波映射的运行轨道在这里发生了状态突变，这是由

于映射的 8个不动点转变成零点时导致的 -
参考图 8（)）所示的 !"#小波映射不动点演变

示意图，可以发现映射在时间因子由负值向正值平

移时在 " 2 3/5附近生成的新切点没有引起映射出
现切分岔 - 其次，从图 1（ *）中可以观察到，在

［3/5847，3/5481］区间内，映射出现了混沌区域蜕变
成周期区域并周期不断减半的逆分岔 -同时，还可以
从图 8（)）中判断出映射在出现零点的附近，其不动
点有 8个稳定交点和 0个不稳定交点构成，且转变
成零点的不稳定交点是由切点分裂产生的 -由此说
明了映射运行状态在零点发生突变是映射本身在参

数变化范围内有着非常复杂的动力学行为而引

发的 -
图 6给出了在初值为 3/4时图 5（*）所对应参数

值的分岔图和 <=*>+(?@ 指数谱 -可以看到，时间因
子在［3/10.1，3/6.5.］区间内平移时，映射运行轨道
由稳定的周期 8状态跳变成混沌状态 -这与图 0（)）
分布图上所显示的情况相一致 -在此参数变化区间
内，从图 8（)）中可以判断出，映射不动点由 8 个稳
定交点和 0个不稳定交点构成，由于映射在此前区
域发生的切分岔形成了一条可以观察到的稳定周期

8运行轨道和两条不能观察到的不稳定运行轨道 -
当映射以初值 3/4进行迭代时，就有可能使得两条
不稳定轨道在此参数范围内相遇，发生混沌危机，引

起运行轨道状态突变 -

图 6 初值为 3/4时的分岔行为 （*）分岔图，（)）<=*>+(?@指数谱
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!" 结 论

#$%小波映射是一维全局光滑迭代映射方程，
尺度伸缩和时间平移使得不动点会发生数量上的增

加或减少，产生稳定或不稳定交点、切点或零点，导

致了该小波映射具有丰富的非线性动力学行为 &本
文利用对映射的不动点演变轨迹分析和采用仿真手

段构造相应次数的迭代曲线，全面分析了 #$%小波
映射的动力学特性，其分析方法和仿真工具可以应

用到其他映射系统的动力学特性研究中 &
进行小波映射非线性动力学现象的深入研究有

助于更加了解小波函数本身的动力学特性，对小波

的广泛应用有着重要的指导意义 &同时，#$% 小波
映射特有的一些非线性动力学特性，为非线性物理

现象的研究提供了一个较好的映射方程实例 &
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