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针对随机有色噪声参数激励和周期调制噪声外激励联合作用下的线性阻尼振子，利用 ’()*+,-./-0+1-2 公式推

导了系统响应的一、二阶稳态矩的解析表达式 3发现这类系统存在传统的随机共振、广义的随机共振和“真正”的随

机共振；当乘性噪声强度和调制噪声强度的比值大于等于 ! 时，系统出现随机多共振现象 3通过数值计算的系统响

应功率谱，验证了理论分析结果 3
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! G 引 言

!9%! 年，HC1I+ 等［!］和 J+F-<+K 等［#］提出随机共振

的概念并用来解释第四纪全球气象冰川现象 3此后，

随机共振的理论和实验研究引起了各领域科学家的

广泛关注［6—&］3 人们在激光系统、生物系统、光学系

统及电子系统中均发现了随机共振现象，随机共振

开始成为非线性科学研究的一个热点问题 3以往，人

们认为随机共振出现在具有周期和噪声激励的非线

性系统中 3近年来，L+BBC,;)1 等［7，%］的研究结果表明，

随机共振现象可以出现在由乘性色噪声或分段噪声

驱动的线性系统中，甚至是白噪声激励的具有随机

阻尼的欠阻尼线性系统中［9］3 然而，L+BBC,;)1 等［7，%］

发现的随机共振相对于传统意义的随机共振是广义

上的，即系统响应的某些函数（如矩、自相关函数、功

率谱或信噪比等）随噪声强度单调变化，但随系统的

其他一些特征参数（如激励振幅、频率或噪声的相关

时间等）非单调变化 3
在一些实际物理系统中，噪声和信号以相乘的

方式出现 3例如，在光学或射电天文学的扩充器中需

要使用周期信号调制的噪声 3 M>N;)1 等［!$］研究了具

有周期信号调制噪声的非对称双稳系统并发现了随

机共振现象 3 O)10 等［!!］研究了具有周期信号调制

噪声的单模激光模型并观察到了随机多共振现象 3

文献［!#，!6］研究了具有周期信号调制噪声激励的

过阻尼线性系统并发现了传统意义上的随机共振现

象 3但上述研究大多局限于过阻尼极限的情形，即研

究具有一阶微分的 /)10C2+1 方程，而对具有阻尼项

的二阶随机微分方程的随机共振研究非常有限 3王
辅忠等［!5］用电子线路模拟的方法对 ME??+10 系统进

行了随机共振实验研究，发现在一定条件下，通过改

变阻尼系数可获得较高的输出信噪比 3康艳梅等［!4］

研究了弱噪声极限下二维布朗运动的随机共振现

象，应用多维 P-NNC,.Q<)1FN 方程与时间有关问题的

理论得到了适用于任何阻尼的信噪比，特别是适合

于阻尼很小的布朗运动 3所以，当阻尼系数不是大、

甚至很小时，研究具有周期调制噪声的线性阻尼振

子的随机共振具有重要意义 3
本文研究了随机有色噪声参数激励和周期调制

噪声外激励联合作用下的线性阻尼振子的随机共

振 3在有色噪声激励的情况下，利用 ’()*+,-./-0+1-2
公式，得到了系统响应的一、二阶稳态矩的解析表达

式，并讨论了噪声和系统参数对系统响应振幅和二

阶稳态矩的影响，发现这类系统存在随机共振现象 3
文中得到的解析表达式适用于任何大小的线性黏性

阻尼，而且不必限制在弱噪声和激励范围内，从而揭

示了绝热近似条件下不能得到的一些物理现象 3最
后，利用欧拉法对系统进行数值模拟，并给出了响应

功率谱的数值结果 3
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!" 周期调制噪声激励下线性阻尼振子

的一、二阶矩

随机色噪声参数激励和周期调制噪声外激励联

合作用下的线性阻尼振子可由下列随机微分方程

描述：

#! !
# "! $!

#!
# " $"!［% $#（ "）］!

& #’ ()*$"·%（ "）， （%）

其中!+ ’ 为阻尼系数，"为无任何激励时系统的

固有频率，#’ 为周期激励幅值，$为周期激励频率 ,

#（ "）和%（ "）为具有零均值和非零相关时间的有色

噪声，其统计性质如下：

〈#（ "）〉& ’，〈%（ "）〉& ’，

〈#（ "）#（ "-）〉&
$%

&
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其中 $% 和 $! 为色噪声强度，&为色噪声的相关时

间，’&&1 %为色噪声的相关率，%（ 2 % 2"%）为#（ "）
和%（ "）之间的关联系数 ,

当 #’ & ’ 时，方程（%）成为物理、生物以及经济

等领域广泛研究的模型 ,利用累积量展开方法［%3］可

得〈!〉满足的微分方程为

#!

# "! $（! 1"! &!）
#
# " $"!（% 1"&%[ ]）〈!〉& ’，

（4）

其中 &% &
5"&$%

% $ 5"!&! ，&! &
6"!&! $%

% $ 5"!&! ,

利用 789:;<=9>?):@ 定理，结合（4）式可知，〈!〉是

渐近稳定的当且仅当下列条件：

! + "! &!，"&% A % （5）

满足 ,当（5）式不满足时，〈!〉将发散，是不稳定的 ,
当&#’ 时，有色噪声（!）将退化为下列高斯白

噪声：

〈#（ "）〉& ’，〈%（ "）〉& ’，

〈#（ "）#（ "-）〉& !$%(（ " 1 "-），

〈%（ "）%（ "-）〉& !$!(（ " 1 "-），

〈#（ "）%（ "-）〉&〈%（ "）#（ "-）〉

& !% $% $! !(（ " 1 "-）， （B）

此时，$% 和 $! 为白噪声的噪声强度， $% $! ! 为白

噪声之间的相关强度，% 为白噪声间的相关系数 ,与
此同时，稳定性条件（5）中 &% & ’，&! & ’，即在白噪声

激励下，系统“固有频率”的随机振荡并不影响〈 !〉

的稳定性 ,
下面我们将研究具有周期调制噪声的情形，即

#’$’ ,

!"#" 系统响应的一阶矩

首先，将 方 程（%）改 写 成 下 面 的 一 阶 微 分 方

程组：

!·& ’，

’·& 1!’ 1"!［% $#（ "）］!
$ #’ ()*$"·%（ "）, （3）

对（3）式进行平均，得到关于一阶矩的运动微分方

程为

#〈!〉
# " &〈’〉，

#〈’〉
# " & 1!〈’〉1"!〈!〉1"!〈!#（ "）〉,

（C）

由于（C）式的第二式中含有新的耦合项〈#（ "）!〉，所

以需 要 对 该 项 进 行 解 耦 , 利 用 D;E0)>8<F8G)*8H 公

式［%C］，可得到〈#（ "）!〉满足的微分方程为

#〈#!〉
# " &〈#’〉1’〈#!〉, （6）

此时，（6）式中又出现了新的耦合项〈#（ "）’〉，再次

利用 D;E0)>8<F8G)*8H 公式得到〈#（ "）’〉所满足的微

分方程

#〈#’〉
# " & 1（! $’）〈#’〉1"!〈#!〉

1"!’$%〈!〉$ %’ $% $! ! #’ ()*$" ,（I）

这样，方程（C），（6），（I）可组成关于〈 !〉，〈 ’〉，

〈#（ "）!〉和〈#（ "）’〉的一个微分方程组 ,对该微分方

程组进行合并和化简，可以得到一个关于一阶矩

〈!〉的四阶微分方程

#5〈!〉

# "5 $ !（! $’）
#4〈!〉

# "4

$（!! $ !"! $ 4’! $’!）
#!〈!〉

# "!

$（’ $!）（!"! $’!）
#〈!〉
# "

$"!［"! $’! $’! 1"!’$%］〈!〉

& 1 %’ $% $! !"! #’ ()*$" , （%’）

设方程（%’）的解为〈 !〉&〈 !〉’ $〈 !〉#，其中
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〈!〉! 为齐次方程（"）的解，〈 !〉" 为由激励 "! #$%!#·

"（ #）产生的特解，则非齐次方程（&!）的解可以写成

〈!〉" ’ "#$%（!# (#）的形式 ) 将其代入（&!）式可得

" 和#的表达式［&*］

" ’
"!$+ $% %& %! +

&+
& ( &! +

+

，

# ’!, -./0-%
&+

&( )
&

， （&&）

其中

&& ’（!+ ,$+）（!+ ,$+ ,%+）

,!+（&+ ( "&%）($+%（& ,$+ %&），

&+ ’!（% (&）［&% , +（!+ ,$+）］)

!"!" 系统响应的二阶矩

现用类似的方法求方程（&）响应的二阶矩 ) 首

先，将（1）式的第一、二式分别乘以 +! 和 +’ 后平

均，可得

2〈!+〉
2 # ’ +〈!’〉，

2〈’+〉
2 # ’ , +&〈’+〉, +$+〈!’〉

, +$+〈’!’〉( +"! #$%!#〈"’〉) （&+）

然后，将方程（1）的第一式和第二式分别乘以 ’ 和 !
后平均，可得关于〈!’〉的微分方程

2〈!’〉
2 # ’ ,&〈!’〉,$+〈!+〉(〈’+〉

,$+〈’!
+〉( "! #$%!#〈"!〉) （&"）

由于方程（&+）和（&"）产生了一些新的耦合项

〈’!’〉，〈’!
+〉，〈 !"〉和〈 ’"〉，为了求出〈 !+ 〉的表达式

必须对这些项进行解耦 ) 利用 34-5$.67869$%6: 公式

可得

2〈!"〉
2 # ’〈"’〉,%〈"!〉， （&;）

2〈"’〉
2 # ’ ,（& (%）〈"’〉,$+〈!"〉

,$+ $% %& %! +〈!〉

( "!%%+ #$%!#， （&<）

2〈’!
+〉

2 # ’ +〈’!’〉,%〈’!
+〉， （&1）

2〈’!’〉
2 # ’ ,（& (%）〈’!’〉,$+〈’!

+〉(〈’’
+〉

,$+%%&〈!+〉

( "! $% %& %! + #$%!#〈!〉， （&=）

2〈’’
+〉

2 # ’ ,（+& (%）〈’’
+〉, +$+〈’!’〉

, +$+%%&〈!’〉

( +"! $% %& %! + #$%!#〈’〉) （&*）

这样，方程（&+）—（&*）就构成了含 * 个未知函

数〈!+ 〉，〈 !’〉，〈 ’+ 〉，〈’!’〉，〈’!
+ 〉，〈 !"〉，〈 ’"〉和

〈’’
+〉的微分方程组 )其中方程（&;）和（&<）可以化简

为一个关于〈!"〉的二阶微分方程

2+〈"!〉

2 #+ (（& ( +%）
2〈"!〉
2 # (（$+ (%& (%+）〈!"〉

’%（,$+ $ %& %! +〈!〉( "! %+ #$%!#）， （&>）

其中〈!〉的表达式可由（&!）式来确定 )
同样，将方程（&+），（&"），（&1），（&=），（&*）合并

化简为关于〈’!
+〉和〈!+〉的两个三阶微分方程

2"〈!+〉

2 #" ( "&
2+〈!+〉

2 #+

( +（&+ ( +$+）
2〈!+〉
2 # ( ;$+&〈!+〉

’ , ;$+ 2〈’!
+〉

2 # ( 1"! #$%!# 2〈!"〉
2 #

, +（+& (%）$+〈’!
+〉

( +"!［!/6#!# ( +（& (%）#$%!#］〈!"〉， （+!）

2"〈’!
+〉

2 #" ( "（& (%）
2+〈’!

+〉

2 #+

(（"%+ ( 1&% ( +&+ ( ;$+）
2〈’!

+〉
2 #

(［（+& (%）（%+ (%& ( +$+）( +$+%］〈’!
+〉

’ , ;$+%%&
2〈!+〉
2 #

( +"! $% %& %! + #$%!# 2〈!〉
2 #

, +（+& (%）$+%%&〈!+〉

( ;"! $% %& %! + #$%!#〈’〉

( +（+& (%）"! $% %& %! + #$%!#〈!〉) （+&）

通过求解微分方程（&>），（+!），（+&）可得〈 !+〉的

表达式 )由于得到的解具有非常复杂的形式，所以仅

给出当 #" ( ?时〈!+〉的极限表达式 )由 +@& 节的计

算可知，〈!〉由〈!〉! 和〈 !〉" 两部分组成，而〈 !〉! 仅

当条件（;）满足时才是稳定的，故此处仅在条件（;）

满足的前提下进行讨论 )当 #" ( ?时，由于〈 !〉!"
!，故有〈!〉’〈 !〉" ’ "#$%（!# (#）和〈 ’〉’ 2〈 !〉A2 #
’ "!/6#（!# (#）同时成立 ) 这样，二阶平稳矩的表

达式〈!+〉#0为
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〈!!〉"# $
"%!｛"% #! $&（"! ’ $!）( ""! % #& #! ! )*"#［"! $& ’（!$& ’$）$!］｝

!"! $!［$（"! ’ $!）("!!#&（$& ’$）］
， （!!）

其中 $& $!’$，$! $!$ ’"! ’!!，" 和#同（&&）式

定义 +
当系统（&）中的有色噪声（!）退化为白噪声（,）

时，相应系统的二阶平稳矩〈!!〉-"#为

〈!!〉-"# $
"!

% #!

"!（$ ( !"! #&）
+ （!.）

由（!.）式可见，在白噪声激励情况下，当$ / !"! #&

时，系统相应的二阶矩变得不稳定 + 此外，〈 !! 〉-"# 是

白噪声强度 #& 和 #! 的单调函数，故在白噪声激励

下，此线性系统不存在随机共振现象 +

. 0 讨论和数值结果

（&&）式和（!!）式给出了系统（&）和（!）的一阶和

二阶矩的解析表达式，下面我们讨论噪声和系统参

数对随机共振的影响并对原系统进行数值模拟 +

!"#" 讨 论

图 & 描述了系统响应振幅 " 作为乘性噪声强

度 #& 的函数，随着不同的阻尼系数$变化的情况 +

" 随着 #& 的增大出现一个共振峰，呈现传统的随机

共振，该现象在噪声和信号以相加方式引入的线性

系统［1］是观察不到的 +在图 & 中，" 随着$的增加而

减小，系统阻尼使响应减弱，符合物理直观 + 图 ! 给

出了系统响应振幅 " 作为周期激励频率%的函数，

随着不同的系统固有频率"变化的曲线 + 当" $
%0. 和" $ &0. 时，" 随着%的增大单调递减，没有

共振现象出现 +当" $ %0, 和" $ & 时，" 随着% 的

增大出现一个共振峰，并且峰值的位置随着"的不

同而变化，即只有当"和%之间满足某种特定的关

系时，" 才能达到最大值，该现象类似于线性振子在

简谐激励下发生的共振，本文称其为“真实”的随机

共振 +同时，峰值的高度随"的增大而增大 +
图 . 描述了系统响应幅值 " 作为噪声相关时

间&的函数，随着不同的噪声之间的关联系数 % 变

化的情况 + " 随着&增加出现一个单峰，出现了广义

随机共振 +同时，" 随着 % 的增加而增大，即两个色

噪声之间的相关性越强，系统响应越强 +图 2 给出了

系统响应振幅 " 作为噪声相关率!的函数，随着不

图 & " 作为#& 的函数随$变化的曲线（"% $ &，"$ &，#! $ !，%

$ %0,，% $ %0,，!$ !）

图 ! " 作为%的函数随"变化的曲线（"% $ &，#& $ &，#! $ !，%

$ %0,，$$ %0,，!$ !）

同的噪声强度比率 & 变化的曲线，其中 & $ #& 3#!

为乘性噪声强度和调制噪声强度的比值 +当 & $ %0,
时，" 随着!的增大出现一个单峰，是广义随机共振

现象 +当 & $ & 和 ! 时，" 随着!的增大出现两个峰

值，即随机多共振现象 +
图 , 描述了二阶平稳矩〈 !! 〉"# 作为激励频率%

的函数随噪声之间的关联系数 % 变化的情况 + 值得

注意的是〈!!〉"#随着%增加出现两个极值 +首先，随

着%增加，〈!!〉"#逐渐减小达到一个极小值，形成了

一个抑制平台，呈现抑制现象 +然后，随着%继续增

加，〈!!〉"#逐渐增加达到一个极大值，出现广义随机

共振现象 + 因此，二阶平稳矩非单调依赖于激励频

率 +图 4 给出二阶平稳矩〈 !!〉"#作为噪声相关时间&
的函数，随着调制噪声强度 #! 变化的情况 + 由图 4
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图 ! ! 作为!的函数随 " 变化的曲线（!" # $，"# $，#$ # $，#%

# %，# # "&’，$# "&’）

图 ( ! 作为%的函数随 $ 变化的曲线（!" # $，" # $，" # "&’，

#% # %，# # "&’，$# "&%）

可见，〈%%〉)*为!的非单调函数，出现了一个共振峰，

这是广义随机共振现象 + 同时，〈 %% 〉)* 随着 #% 的增

加而增大，故适当增大信号调制噪声强度可以提高

系统响应 +

!"#" 数值模拟

为了检验理论结果的有效性，有必要给出数值

模拟结果 +首先，根据（%）式引入色噪声&（ &）#’（ &）

, " #% -#! $(（ &），则有

〈&（ &）〉# "，

〈&（ &）&（ &.）〉#
#%

!
（$ , "%）/01 , 2 & , &. 2( )!

+（%(）

在上面的变换下，方程（$）可以等价地写成下述

形式：

3% %
3 &% 4$

3%
3 & 4"%［$ 4(（ &）］%

# !" )56（%!’ ) &）· &（ &）4 "
#%

#!$
(（ &[ ]），（%’）

图 ’ 〈 %%〉)*作为#的函数随 " 变化的曲线（!" # $，" # $，#$ #

"&’，#% # $，$# "&(，%# $）

图 7 〈 %%〉)*作为!的函数随 #% 变化的曲线（!" # $，"# $，#$ #

"&’，# # "&’，$# "&8，" # "&%）

由于〈(（ &）&（ &.）〉#〈&（ &）(（ &.）〉# "，方程（%’）中的

色噪声(（ &）和&（ &）不相关，可通过两个具有常强

度的 9:6)*/56;<=>/6?/@A 噪声的微分方程来描述［$B，%"］

3&（ &）
3 & # ,&（ &）

! 4 (（ &）
!

，

3(（ &）
3 & # ,(（ &）

! 4 )（ &）
!

+
（%7）

其中，(（ &）和 )（ &）为均值为零的高斯白噪声，且

〈(（ &）(（ &.）〉# %（$ , "%）#%)（ & , &.），

〈)（ &）)（ &.）〉# %#$)（ & , &.）+
（%8）

利用欧拉法对系统方程（%’），（%7），（%8）进行数

值积分 +在积分过程中，通过 CD0;EF>>/: 算法和一伪

随机数发生器而产生高斯白噪声 + 利用欧拉法可以

得到时间序列的数值解，然后对时间序列作快速傅

里叶变换，可得系统响应的功率谱 + 计算中，积分步

长取为 * # "&"%，采样频率 +) # $"，用 EG*>G? 功率谱
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图 ! 系统（"）的响应功率谱 （#）响应功率谱；（$）正规化后实

际功率谱图（!% & "，!& "，"" & %’(，") & "，#* & %’"+，" & %’,，#
& "）

函数 -./012［)"］并经过窗函数正规化处理得到图 !

（#）3图 !（$）是通过对图 !（#）的功率谱图作正规化

处理得到的实际功率谱图，其中图 ! 中参数的取值

与图 ( 相同 3在图 !（#）中，频率 # & %’%4 处有一针状

尖峰，验证了在随机色噪声参数激励的线性系统中

加入周期信号调制噪声可激发随机共振现象 3 图 !
（$）反映了实际功率谱谱峰高度和形状，显见在 # &
%’%4 处有一单峰出现 3

, ’ 结 论

本文研究了随机噪声参数激励和周期调制噪声

外激励联合作用下的线性阻尼振子的随机共振问

题，推导出系统响应的一阶和二阶矩的解析表达式，

并讨论了噪声和系统参数对系统响应及随机共振的

影响，发现了三种不同形式的随机共振 3与以往研究

局限于过阻尼和绝热近似理论的结果不同，本文得

到的理论结果适合于任意大小的线性粘性阻尼和激

励幅值，从而拓展了随机共振理论研究的范围 3需要

指出的是，仅当乘性噪声强度、噪声相关率和系统频

率之间满足条件（,）时，系统的一阶和二阶矩才是稳

定的 3因此，文中仅讨论了稳定情形 3
虽然在过阻尼条件下，线性和非线性系统随机

共振的研究已取得许多进展，但对于欠阻尼和任意

阻尼条件下的研究尚不充分，有待于进一步的研究 3
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