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讨论了两个非线性电路适当连接后的耦合系统随耦合强度变化的演化过程 )给出了两子系统各自的分岔行为
及通向混沌的过程，指出原子系统均为周期运动时，耦合系统依然会由倍周期分岔进入混沌，同时在混沌区域中存

在有周期急剧增加及周期增加分岔等现象 )而当周期运动和混沌振荡相互作用时，在弱耦合条件下，受混沌子系统
的影响，原周期子系统会在其原先的轨道邻域内作微幅振荡，其振荡幅值随耦合强度的增加而增大，混沌的特征越

加明显，相反，周期子系统不仅可以导致混沌子系统的失稳，也会引起混沌吸引子结构的变化 )
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# < 引 言

非线性系统之间的相互耦合由于广泛的应用背

景，其复杂动力学行为的研究引起了国内外学术界

的高度重视［#，"］，各国学者在该领域进行了大量的工

作，揭示了许多诸如饱和现象［%］、高维环面［’］，超混

沌［*］，调谐混沌［+］等非线性现象 )不同系统之间的耦
合体现了子系统之间的相互作用［(］)各种同步的概
念如广义同步［&］，混沌同步［=］，混沌相位同步［#$］等

被引入来探讨耦合系统状态变量之间的相互关系，

从而揭示相互作用对各子系统的影响 )迄今为止，虽
然在非线性耦合系统方面取得了大量的成果，但是

非线性系统之间的这种相互作用引起的复杂性还有

待进一步的探讨，许多问题诸如不同吸引子相互作

用后的行为，混沌演化的过程，尤其是相互作用的强

弱即耦合参数对系统的影响还没有被深刻地刻画

出来 )
随着现代技术的迅猛发展，电路系统在实际应

用中往往涉及到各种各样的耦合问题［##］，大量的研

究报道揭示了非线性耦合电路中同样存在着各种各

样丰富的动力学现象［#"］，同时，由于电路系统具有

直观和可操作性强等特点［#%］，许多相应的实验结果

从不同角度给出了不同电路子系统之间相互作用的

过程［#’］)体现不同系统之间相互作用的这种耦合，
可以是线性，也可以是非线性，耦合不仅增加了所研

究对象的维数［#*］，同时，也会使系统的非线性行为

更为复杂，例如，即使对于相对简单的蔡氏电路［#+］，

其耦合会产生周期急剧增加的现象［#(］)深入分析不
同非线性电路中各种吸引子之间的相互作用及其耦

合强度对整个系统动力学特性的影响不仅对于深入

了解耦合电路的复杂特性有一定的价值，同时，对于

调控电路系统的行为有一定的指导意义 )
本文考虑图 #（:）所示的非线性耦合电路系统，

其中两子系统即模块 ! 和 " 的结构分别如图 #（/）
和 #（3）所示，其相应无量纲一般形式的动力学方程
可以表示为［#&］

#⋯ > !#? @ #·A $（# @ #"）

A!（# @ %）， （#/）

%⋯ > "%? @ %·@ $（% @ %%）

A!（% @ #）， （#3）
其中 !，"，$ 分别表示电路中的实际参数，!代表
耦合强度 )
我们首先分析两子系统和耦合系统的动力特

性，进而讨论随着耦合强度的变化，各种子系统运动

模式相互作用下耦合系统的复杂行为的演化过程 )
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图 ! 耦合电路及其子系统 （"）!# $时子系统（!"）；（%）!# $时子系统（!%）；（&）耦合系统

’( 分岔分析

!"#" 耦合前两子系统的分岔分析

首先讨论（!）式中!# $的情况，即不考虑两个
子系统存在相互作用 )显然子系统（!"）的平衡点为
!!$!（"，"·，"*）#（$，$，$）和 !’$!（ "，"·，"*）#（!，$，

$），其稳定性由相应的特征方程决定，利用 +,-./0
1-234.5准则，可以判断出当 # 6 $ 和 $ 6 # 同时满
足时，!!$是稳定的；当 # 7 $ 和 $ 8 # 6 $ 时，!’$稳

定 )这样可以得到三个可能的分岔集，分别为简单分
岔集 %（!）! 和 1,9:分岔集 &（!）! ，&

（!）
’ ，即

%（!）! ： # # $，

&（!）! ： $ ; # # $， （’）

&（!）’ ： $ 8 # # $，
它们将参数空间（ $ ; #）划分为对应于不同相轨迹
的区域（见图 ’（"））)实线表示真实的分岔集，而虚

线表示满足（’）式而实际并不存在的分岔集 )通过数
值计算容易检验，在区域!中有稳定的平衡点 !!$，

一旦参数穿越分岔集 %（!）! ，简单分岔产生，在区域"
中存在稳定的平衡点 !’$，区域# 和$中分别存在

由两个稳定的平衡点分岔产生两种形式的周期解 )
在此系统中，我们取定 # # !($ 作出分岔图，如

图 ’（%）所示 )进一步研究发现随着 $ 的变化，振荡
器经过不断的倍周期分岔最终导致混沌 )
同样地，子系统（!%）有三个平衡点，分别为 ’!$

!（(，(·，(*）#（$，$，$），’’$!（ (，(·，(*）#（!，$，$）和

’<$!（(，(·，(*）#（ ; !，$，$）) 其中，’!$的稳定性条

件为 # 7 $和 ) 8 # 6 $，’’$和 ’<$的稳定性条件为 #

6 $和 ) 6 ’# )同样我们可以相应地给出其不同的
分岔集，如图 ’（&）所示 )
图 ’（=）给出了子系统（!%）在 # # !($随参数 )

变化的分岔图，从图中可以观察到系统也会经过不

断地倍周期分岔进入混沌 )
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图 ! 子系统的分岔集和分岔图 （"）子系统（#"）的分岔集；（$）子系统（#"）的分岔图；（%）子系统

（#$）的分岔集；（&）子系统（#$）的分岔图

!"!" 耦合系统的分岔分析

现在我们考虑（#）式中子系统之间的耦合效应，
即!!’的情况 (此耦合的电路振荡器可用如下六维
向量场

!·# ) !!，

!·! ) !*，

!·* ) "!* + !! , #（!# + !!
#）

,!（!# + !-），

!·- ) !.，

!·. ) !/，

!·/ ) $!/ + !. + #（!- + !*
-）

,!（!- + !#）

（*）

来表示，其平衡点可以表示为（ !#’，’，’，!-’，’，’），

其中 !-’ ) !#’ ,
#
!
（!#’ + !!

#’），而 !#’满足如下方程：

#
!
（!#’ + !!#’）+ !#’ , #

!
（!#’ + !!#’( )）*

, !!#’ ) ’(（-）

其稳定性由相应的特征方程决定，

"/ , %.". , %-"- , %*"*

, %!"! , %#" , %’ ) ’， （.）
其中

%. ) + $ + "，%- ) ! , $"，

%* ) + !! + *#!!
-’ + " + $ , !#!#’，

%! ) # + "# , "! , *"#!!
-’

, $# , $! + !$#!#’，

%# ) + !! + *#!!
-’ , !#!#’，

%’ ) + #! , !#! !#’ + !!#!#’ , *#! !!
-’

, *#!!
-’! + /#! !!

-’ !#’ (
显然，当（.）式中所有的特征值均具有负实部时，平
衡点稳定 (平衡点失稳存在两种可能方式，随着参数
变化，一种是由于其某一实数的特征值由负数变为

正数，另一种是某一对复数特征值的负实部变为正

实部 (其相应的临界条件分别被称为简单分岔集和
0123分岔集 (这样我们可以定义两种形式的分岔
集 (令（.）式中") ’可得其简单分岔集

&：
#
!
（!#’ + !!

#’）+ !#’ , #
!
（!#’ + !!

#’( )） *

, !!
#’ ) ’，

+ #! , !#! !#’ + !!#!#’ , *#! !!
-’ , *#!!

-’! + /#! !!
-’ !#’ ) ’

{
，

（/）
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而将!! !"（ " !! " #）代入（$）式可得到 %&’(分岔集

#：

$
"
（%#) " %*

#)）" %#) + $
"
（%#) " %*

#)( )） ,

+ %*
#) ! )，

" !- +（* + &’）!. "（# " &$ + &" + ,&$%*
.) + ’$ + ’" " *’$%#)）!*

" $* + *$* %#) " *"$%#) + ,$* %*
.) + ,$%*

.)" " -$* %*
.) %#) ! )，

（" ’ " &）!. "（" *" " ,$%*
.) " & " ’ + *$%#)）!* " *" " ,$%*

.) + *$%#) !













) /

（0）

由（-）式消去 %#)，（0）式消去 %#)和 !，即可得到
参数空间上的分岔集，这些分岔集将参数空间分割

成不同的区域，对应着不同形式的动力学行为 /
由于很难给出解析的平衡点及分岔集，下面我

们采用数值计算的方法 /首先设定参数 ’ ! " *1)，$
! #1)，图 ,给出了 & ! " #1#时耦合系统的平衡点，
其中粗线和细线分别表示稳定和不稳定的平衡点 /
图 .为（&2"）平面上的分岔集 /

图 , & ! " #/#，’ ! " */)，$ ! #/)时耦合电路系统的平衡点（ %#)，)，)，%.)，)，)）

图 . ’ ! " *1)，$ ! #1)时（&2"）平面上的分岔集

从图 ,可以发现，耦合系统在不同的参数条件
下可能存在 , 到 $ 个平衡点，但只有当""
［ " )1.$),，)1)3.)］时有唯一的稳定平衡点，此稳定
的平衡点在 ( 和) 点失稳，均由 %&’(分岔进入周期
振荡 /这一现象显然和图 .中所给出的分岔集是一
致的 /在图 .分岔集中，实线表示真实的分岔集，而
虚线表示满足（-）式和（0）式而实际并不存在的分岔

集 /它们将参数空间（&2"）划分成三个区域 /可以观
察到，在区域!中，有一个稳定的平衡点 / 而当参数
穿越分岔集 # 进入区域"时，平衡点失稳由 %&’(
分岔导致周期解 /在区域#中，无有界解存在 /这不
仅与图 ,的结果，也于数值结果均相符合 /在此，需
要指出的是，在区域"中，当参数接近于 # 分岔集
时，有围绕平衡点的小幅振荡周期行为，而当参数偏

离 # 集时，可以发现有许多丰富的动力学行为 /
由于两个子系统可以分别呈现出平衡态，周期

振荡以及混沌振荡等不同的动力学特性，下面我们

考察两子系统不同运动模式相互作用时耦合系统的

复杂动力学特性 /

, 1 周期运动之间的相互作用

当 & ! " )13，’ ! " )1.，$ ! #1)时，耦合前两个
子系统均为周期解，进一步计算发现，此时两个周期

解的频率非常接近，耦合后的系统相当于 # 4 #内共
振情形，图 $给出了其随耦合强度"变化的分岔图 /
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图 ! ! " # $%&，" " # $%’，# " (%$时耦合电路的分岔图

显然，当!" $即不耦合时，两子系统均表现为
周期运动，随着!的反向增加，耦合系统由倍周期
分岔进入混沌（见图 )（*）），在混沌区域中存在着周
期窗口（见图 !（+））,混沌结构在!" # $%$(()(时失
稳，耦合系统经由周期 )!周期 -!周期 )!周期 -，
最终导致另一混沌运动（参见图 !（.）和图 )（+））,值
得注意的是，在! " # $%$/-!0 附近产生了周期急
剧增加的现象（见图 !（.））,该混沌吸引子在! "
# $%$/&&!时结构失稳，导致另一周期 - 窗口 ,有趣
的是，该窗口不再经历倍化过程，而是由周期增加分

岔（1234567*66489 +4:;3.*<458）进入混沌（见图 !（6）），

这种周期增加分岔主要是由于不稳定平衡点与周期

窗口相互作用引起的 ,在!" # $%$-)!&时混沌的轨
迹逐渐趋于无穷，并在!" # $%$-&$)时耦合系统再
次稳定到周期解上（见图 !（2））,而正向增加!，耦合
系统由倍周期分岔进入相似于图 )（+）中的混沌吸
引子，在!"［$%$/’)&，$%$/)-)］存在着倒倍周期过
程的周期窗口（见图 !（:））,值得指出的是，随着!正
向继续增大，两吸引子之间的相互作用增强，导致混

沌吸引子结构在相空间中的不断扩大，这一点可以

从分岔图中直接看出 ,

图 ) 不同参数条件下的混沌吸引子 （*）!" # $%$(；（+）!" # $%$/!
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! "周期运动和混沌振荡的相互作用

当 ! # $ %&’，" # $ %&()，# # *&%时，耦合前两个
子系统分别为周期运动和混沌 "为了进一步揭示其相
互作用的演化过程，引入基于 +,-./012映射的混沌运
动的平均频率的概念［*3］"混沌运动的平均频率为

!! # 4-5
$"6

7!$
%（$）， （’）

其中 %（$）表示相点第 $ 次相交到 +,-./012截面时
所需要的时间 "数值上发现当 $ 为 *%) 时，!! 能计
算到小数点后 !—8位有效数字，本文取 $ # *%9 "此
时在" # % 时其混沌子系统的平均频率为!! #

)&!)*(，而周期子系统的频率为! # )&(*79 "显然，
在"# %时周期子系统运动的频率接近于混沌子系
统的平均频率 "我们首先给出耦合系统随"变化的
分岔图（见图 9）"
当"从 %反向增加，在耦合强度非常小时，第二

个子系统的混沌运动对第一个原先呈现为周期振荡

的子系统影响很小，虽然在相平面上，第一个子系统

的运动好像是周期行为（见图 ’（0）），但是必须指出
的是，经放大后其实为混沌状态，只不过此时由于原

周期运动的频率接近于混沌运动的平均频率，两子

系统的节律从整体上看是一致的，因而第一个子系

统混沌运动的轨迹集中在原先周期轨道的微小邻域

内，即围绕原周期轨道的微幅混沌振荡 "

图 9 ! # $ %&’，" # $ %&()，# # *&%耦合电路的分岔图

图 ’ 不同参数条件下的相轨迹 （0）"# $ %&%%’；（:）"# $ %&%*98
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随着!的进一步反向增加，两个子系统之间的
相互作用增强，第二个子系统的混沌振荡对第一个

子系统的影响加剧，从而导致第一个子系统围绕原

先周期轨道振荡的振幅加大，混沌运动的特征越加

明显，同时第二个子系统的混沌吸引子结构也会受

第一个子系统的影响发生明显的变化（见图 !（"））#
而随着!从 $逐渐向正向增加，当!很小时，两

子系统之间的相互作用的效应依然非常弱（见图 %

（&））#随着!的进一步增大，两个子系统之间的相互
作用增强，可以观察到各种形式的周期窗口（见图 ’
（"），（(）），而连接这些周期窗口的混沌吸引子表现
为不同的结构形式（见图 %（"），（(））#对于混沌状
态，在不同的耦合强度下，第二个子系统会使得第一

个子系统围绕原先的周期轨道作混沌振荡，但是其

振荡的幅值在不同的!下可以呈现出不同的形式，
表现在其相应的相轨迹落在其周期轨道不同大小的

图 % 各种参数条件下的相轨迹 （&）!) $*$$+；（"）!) $*$$++；（(）!) $*$,%

邻域内 #
值得指出的是不同于周期振荡耦合条件下的动

力学演化行为，混沌运动和周期振荡的耦合，随着!
绝对值的增强，其耦合效应逐渐明显，混沌子结构使

得周期子结构在其原先轨道上微幅振荡，而耦合强

度直接影响到这一微幅振荡的激烈程度 #相反地，周

期子结构会影响混沌子结构的形式，在一定的耦合

强度下导致混沌子结构的失稳现象 #

+ * 结 论
在不同的参数条件下，非线性电路可以表现为

不同形式的动力学特性，其不同运动之间的耦合不

%-%,+期 张晓芳等：耦合电路中的复杂振荡行为分析



仅增加了整个系统的向量场维数，同时，也会引起更

为丰富的动力学现象 !当两个周期运动子结构相互
作用时，不同强度的耦合使得整个系统呈现出不同

的混沌特点，在连接不同混沌之间的周期窗口中，存

在典型的诸如周期 "，周期倍化等运动特点，同时也
可以观察到周期急剧增加，周期增加分岔等现象 !当
周期与混沌子结构相互作用时，随耦合强度的不同，

受混沌子结构的影响，周期子结构会在其原先轨道

的邻域内作微幅振荡，其振荡的幅值随耦合强度的

增加而增大，即其相互作用增强后，混沌的特征越加

明显 !相反，周期子结构在一定条件下可以导致混沌
子结构的失稳，也可以引起混沌子结构的形式发生

变化 !因此，利用耦合强度参数可以调控整个耦合系
统的动力学行为 !

［#］ $%&’ $ (，()*+,- . / #012 !"# ! $ ! %&"’(" ! )*+, ! !" "13
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