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在二维复金兹堡)朗道方程描述的反应扩散振荡系统中，就扩散对平面波折射率的影响进行了数值研究，从
*+,--定律出发导出了折射率的解析表达式，数值和理论结果表明：在纯扩散情况下，平面波的折射满足 *+,--折射
定律，扩散只影响着平面波折射率的大小；在同时存在反应扩散情况下，只有在适当的扩散系数和系统参数下，平

面波的折射才满足 *+,--折射定律 .这些结果表明扩散系数对折射规律和折射率都有影响 .
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# 1 引 言

在过去的几十年里对反应扩散波的研究取得了

很大的进展［#—(］，特别是人们对空间均匀系统中的

反应扩散波的最基本性质有了清楚的认识［/，&］.反应
扩散波广泛存在于生物系统［’］、化学系统［2］和物理

系统［#$］.由于在生物激发系统、生态系统等自然系
统内，普遍存在反应物质的浓度不均匀和流体的流

动，不同的膜和凝胶体被嵌入到结构中，所以许多自

然系统一般都是非均匀的 .对于一个非均匀系统，不
同区域的反应和扩散性质是不同的，而且会导致波

速的变化，因此有必要弄清楚反应扩散波是如何越

过两种不同介质的分界面的 .
实验和数值模拟结果表明［##，#%］：反应扩散系统

中波的折射满足光学中 *+,--定律 .特别是文献［#2］
用实验研究了在纯扩散系统（即系统内只有氢气）中

边界对粒子扩散的影响，系统由两层氢气组成，这两

层氢气的扩散系数相差非常大，他们发现氢气扩散

锋从小扩散系数区达到扩散系数很大的区域表面时

发生折射，在小角度下的折射满足 *+,--定律 .但是
对于反应扩散系统中的化学波，实验表明［&］：当化学

波从扩散系数小的区域入射到扩散系数很大的区域

表面时不发生折射，只发生反射 .这些结果表明扩散
对波的折射有影响，但是还存在哪些影响目前仍不

清楚 .
本文以二维复金兹堡)朗道方程为模型，研究了

扩散对波折射率的影响 .首先假设折射满足 *+,--定
律，从理论导出折射率的表达式，该折射率的表达式

与扩散系数和系统参数有关，然后用数值模拟方法

从介质参数相同和不同两个方面研究了不同的扩散

系数对折射率的影响 .在折射满足 *+,--定律的情况
下，数值结果与理论结果一致，表明扩散对折射率有

影响 .研究还发现：在适当的系统参数和扩散系数
下，扩散对折射规律也有影响，导致 *+,-- 定律不
适用 .

% .模 型

复金兹堡)朗道方程描述的系统是一个典型的
反应扩散振荡系统，其方程表示为［#"］
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其中 ! 是复数，6是单位虚数，!和"分别为两个参
数，# 为扩散系数 .在数值解二维方程（#）中，对时
间离散采用二阶龙格库塔法，对空间离散采用二阶

差分法，采用无流边界条件，并固定取空间步长为

"$ 3"% 3 #1$，时间步长取为"" 3 $1$!，计算区域
被划分成 &$ 8 &% 3 "$$ 8 2$$个格点 .
为了在系统中产生平面波，在方程（#）的右边加
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上驱动项：

!（ "）!
"#!$% "，（#，$）!"&，

’， （#，$）""&
{ ，

（(）

其中!$%为驱动的频率，"& 为驱动力作用的区域，该

区域位于系统左边界上，其形状为 ( ) *’’ 格点的
长条 +

* +折射率的理论推导

在平面波的情况下，方程（&）可以简化为一维情
况，且存在稳定的平面波解

%（#，"）! %’ "$
（ &##!"）+ （*）

将（*）式代入（&）式并利用分离变量法得到

& ! ! ##
’（$ ### ）

， （,）

%’ ! & # ’&# ( + （-）
由于 & 为波数，它与波速 ( 和角频率!的关系为

& ! (!
% ! !( ， （.）

考虑 /%"00定律［&&］，
1$%&2

1$%&$
!
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， （3）

其中角标 2，$分别代表折射和入射，&为角度，采用

光学折射率定义 ) !
1$%&2

1$%&$
得到平面波的折射率为

) ! 4!2

!$

’ 2（$2 ##2）（!$ ##$）

’ $（$$ ##$）（!2 ##2# ）
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当入射与折射线分布在法线的两侧时，发生正常折

射，&2，) 取正值 +当入射与折射线分布在法线的同
侧时，发生反常折射，&2，) 取负值 +

, +折射率的数值模拟结果

假设两介质的分界面为平面，分界面左边介质

为入射介质，其扩散系数为 ’ $，分界面右边介质为

折射介质，其扩散系数为 ’ 2 +边界驱动力在入射介
质中产生的平面波既可以是正向平面波（传播方向

是背离波源方向），也可以是反向平面波（传播方向

是朝着波源方向），依赖于介质参数和驱动频率的选

取 +为便于讨论扩散对折射的影响，固定取入射角
为 *’6+
首先研究纯扩散情况下扩散对波折射的影响，

这时分界面两边的物质相同，但是扩散系数不同 +因

此在数值研究中我们选取参数#$ !#2 ! ’7-，$$ !$2

! # &7,，边界驱动频率!$% ! ’7* +在此系统参数下，
边界驱动力在入射介质（实质是同一物质的不同相）

中产生一个反向平面波 +
从数值模拟结果得到：平面波传到两种介质分

界面时产生正常折射，入射波的频率与折射波的频

率相同，所以折射率公式（5）简化为

) !
’ 2

’# $
+ （8）

可见当固定 ’ $ 时，)$ ’# 2 +图 &给出了固定入射
介质的扩散系数 ’ $ ! &7’，折射介质的扩散系数 ’ 2

在［’7,，*7’］范围内取值时折射率 ) 随 ’ 2 的变化 +
这里不取很大的扩散系数 ’ 2，是考虑了 ’ 2 过大会

导致折射角接近 8’6，折射波列容易受边界影响而弯
曲，影响测量精度 +图 &的数值模拟结果是通过测量
入射角与折射角后根据折射率定义求得，测量角度

的误差小于 4 &6，而理论结果是根据（8）式计算得
到 +图 &结果表明数值模拟结果与理论结果一致，这
些结果也与扩散峰折射实验结果［&*］符合，一般的折

射行为如图 ( 所示，从图 ( 可以看出：折射为正常
折射 +

图 & 折射率 ) 随折射介质的扩散系数 ’2 的变化（图中方块代

表（8）式得到的理论结果，黑圆圈代表数值计算结果 +系统参数

为#$ !#2 ! ’7-，$$ !$2 ! # &7,，驱动频率!$% ! ’7*，固定&$ !

*’6，’ $ ! &7’ + 在实际测量中，所有折射角误差小于 4 &6，在误差

范围内折射率的模拟结果与理论结果一致）

为了了解折射率 ) 随入射介质的扩散系数 ’ $

的变化，图 *给出了固定折射介质的扩散系数 ’ 2 !
&7’，入射介质的扩散系数 ’ $ 在［’7,，*7’］范围内取
值时折射率 ) 随入射介质的扩散系数’ $ 的变化，图

*结果表明数值模拟与理论结果一致 +从图 &和图 *
可以看出：在扩散系数相差不太大的情况下，当 ’ 2
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图 ! 在纯扩散系统中一般波折射斑图（! 的实部斑图）" 入射

区扩散系数 " # $ %&’，折射区扩散系数 "( $ %&)，其他参数!，"
同图 %"箭头代表波的传播方向，入射角## $ *’+，测得折射角#(

$ *,+（折射率 # $ %&!-.)），理论上折射角应为 *,&!*+（折射率应

为 % "!)/,）

0 " # 时，折射率小于 %；当 " ( 1 " # 时，折射率大于

%，扩散对折射率有影响，但折射仍然满足 23455 定
律 "应当指出：取不同的入射角，我们也得到折射是
服从 23455定律的结论 "

图 * 在纯扩散系统中折射介质取不同扩散系数情况下折射率

#随入射介质的扩散系数 " # 的变化 " 固定## $ *’+，"( $ %&’，其

他参数与图 %相同 "图中方块代表理论结果，黑圆圈代表数值计

算结果

现在我们来研究同时存在反应扩散情况下扩散

对波折射的影响，这时分界面两侧的介质除扩散系

数不同外，其他参数也不同 "因此我们选择入射介质
参数!# $ 6 ’&-，"# $ %&/；折射介质!( $ ’&-，"( $ 6
%&/；驱动频率$#3 $ ’&’!；入射角固定为 *’+"数值研
究结果表明，在这种情况下，入射波是正向平面波，

折射波是反向平面波，如果入射波频率与折射波频

率相同，平面波在折射介质中产生反常折射 "如果入
射波频率与折射波频率不相同，则得不出折射规律 "

图 / 在反应扩散系统中折射介质取不同扩散系数情况下折射

率 #随折射介质的扩散系数 "( 的变化 " 图中方块代表理论结

果，黑圆圈代表数值计算结果 "系统参数!# $ 6 ’&-，"# $ %&/，!(

$ ’&-，"( $ 6 %&/，$#3 $ ’&’!，固定## $ *’+，" # $ %&’

图 - 在反应扩散系统中折射介质取不同扩散系数情况下的一

般波折射斑图（参数!，"同图 /，箭头代表波的传播方向，入射

区 " # $ %&’，入射角## $ *’+"（7）中折射区 "( $ %&)，测得折射角

#( $ /%+（理论上折射角约等于 /%&%8+）"（9）中折射区 "$ $ !&/，测

得折射角#( $ -*+（理论上折射角约等于 -*&8*+）"图（9）的测量误

差比（7）大）

如图 /给出在固定入射介质的扩散系数 " # $ %&’，
折射率 # 随折射介质的扩散系数" ( 的变化（为了与

图 %和图 *对应，折射角和折射率都取正值），考虑
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到大的 ! ! 值，折射波列受边界影响而弯曲，导致测

量误差较大，所以 ! ! 在［"#$—%#&］范围内取值，这
时入射波频率与折射波频率相同 ’从图 &可以看出：
数值模拟结果与理论结果几乎重合，表明当入射波

频率与折射波频率相同时，反应扩散波的折射是服

从 ()*++定律的，一般的反常折射行为如图 ,所示 ’
应当指出：对于反应扩散系统，在图 &的系统参

数下，当折射介质的扩散系数 ! ! - "#$时，入射波频
率与折射波频率不相同，形成不了折射平面波形，一

般的平面波传播行为如图 .所示 ’显然在此情况下
折射是不服从 ()*++定律，这表明在入射波是正向平
面波，而折射波是反向平面波时，不适当的扩散系数

导致折射波频率高于入射波频率（见图 .（/）），入射
波被折射波驱离分界面而不能形成折射 ’

图 . 在反应扩散系统中不稳定的折射斑图及响应频率 ’参数!，"选取同图 &，入射介质的扩散系数 ! 0 1 "#$，折射介质的扩散系数 !! 1

$#2 ’（3）图中中间的直线代表两介质的分界面，（/）图中的实线代表入射平面波的响应频率（数值计算中取格点（,$，%$$）进行观测），虚线代

表折射平面波的响应频率（数值计算中取格点（4$$，%$$）进行观测），稳定时折射平面波响应频率大于入射平面波响应频率（#! 1 $#$&，#0 1

$#$%）

, ’结 论

本文采用复金兹堡5朗道方程研究了扩散对波
折射的影响，在假设波折射服从 ()*++ 定律的情况
下，从理论上给出了波折射率与扩散系数和系统参

数的关系，将数值计算得到的波折射率与理论结果

比较得到：在纯扩散情况下，当两介质的扩散系数相

差不是太大时，折射满足 ()*++折射定律，扩散系数
的大小只是改变折射率的大小 ’在反应扩散系统中，
当入射波与折射波频率相同时，折射满足 ()*++折射
定律，折射率与扩散系数有关 ’不适当的扩散系数和
系统参数将导致折射波频率高于入射波频率，不存

在折射规律 ’可见扩散对反应扩散平面波的折射率
和折射规律都有影响，这些规律让我们对反应扩散

波的动力学行为有更深一步的认识 ’
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